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编写 说 明 


《高 中 数学 竞赛 专题 讲座 六 第 一 辑 )12 种 出 版 以 来 ,反响 强烈 , 深 受 广大 读者 
喜爱 ,并 收 到 了 大 重 反 馈 信息 。 很 多 读者 ,包括 一 线 竞赛 辅导 的 教师 和 竞赛 研究 
人 员 提 出 了 许多 宝贵 的 建设 性 意见 ,希望 我 们 再 组 织 出 版 一 套 以 解 题 方法 和 解 题 
策略 为 主 的 丛书。 为 了 满足 广大 读者 的 需求, 我 们 在 全 国 范围 内 组 织 优秀 的 数学 
奥林匹克 教练 编写 了 《高 中 数学 竞赛 专题 讲座 3( 第 二 辑 ) 共 8 种 :《 图 论 方法 》、 
《周期 函数 与 周期 数列 ?代数 变形 》《 极 值 问题 y)《 煞 色 与 染色 方法 》《 递 推 与 道 
推广 法) 组 合 构造 》; 考 虑 到 配 奈 , 把 第 一 辑 中 《数学 结构 思想 及 解 题 方法 》 放 在 
第 二 辑 出 版 。 

从 书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必 须 掌握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 况 赛 大 网 
要 求 的 一 些 基本 的 数学 思想 、 方 法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能力 阅读 。 
丛书 的 特点 是 : 

1. 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 ,传授 
数学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 逻辑 思维 能 力 ,不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海战 术 ,不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 带 
面 ,举一反三 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 此 景 , 挖 气 数 学 
内 涵 ,培养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4， 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 按 高 ,对 参加 冬令 营 甚 至 是 更 高 
层次 的 竞赛 都 有 相当 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

丛书 由 陶 平 生 、 冯 跃 峰 、 这 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : ВРЕ. GKE it 
HP EEX PEA RhE HRE. 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 书 中 的 不 要 之 处 敬 请 读者 批评 指正 。 


RIK 函数 的 周期 性 … 
1 MMRR 
2 象 称 函 数 的 周期 性 
3 ”函数 方程 解 的 周期 性 
第 2 讲 周期 函数 的 最 小 正 周 期 … 
1 求 函 数 最 小 正 周期 的 基本 方法 
2 ， 求 函数 最 小 下 周期 的 特殊 方法 
第 3 讲 周期 数列 … 
1 周期 数列 的 定义 … 
2 某 些 特殊 数列 的 周期 性 
第 4 讲 函数 周期 性 的 综合 应 用 
参考 答案 …… 


1 周期 函数 的 定义 


эе ЧЕГЕ 


I. 定义 

А FAS UD ШЖ fE — IE FR 了 ,使 得 当 r 取 定 义 域内 的 每 一 个 值 时 ,都 有 
е T) = FOr) ,那么 函数 /(z) 叫 做 周期 函数 , 非 零 常数 T 叫做 这 个 函数 的 周期 . 

对 于 一 个 周期 函数 f(z) .如果 在 它 所 有 的 周期 中 存在 一 个 最 小 的 正 数 ,那么 这 个 最 
小 的 正 数 就 叫做 fz) 的 最 小 正 周期 

I. 周期 函数 的 性 质 与 特征 

对 于 周期 函数 .要 了 解 它 的 如 下 一 些 性 质 : 

(1) 周期 函数 的 定义 域 D 至 少 是 一 端 克 界 的 点 集 , 它 可 以 是 连续 的 ,也 可 以 是 间断 
的 ,甚至 可 以 是 离散 的 无 兽 点 集 - 

由 fer D= fr) 可 得 出 : # r€ DD. 则 也 有 +nTE DO € N). йв DD 至少 一 端 
是 无 界 的 . MAR: 


I=2n 


容易 证 明 它 是 周期 函数 .最 小 正 周期 为 2. 其 定义 域 为 正 整 数 集 , 说 明 周期 函数 的 定义 域 


— P 


不 一 定向 正 负 两 端 同 时 无 限 延 伸 , 可 以 一 端 有 界 . 

显然 ,定义 域 为 两 端 有 界 的 函数 ,如 у= sinr,rE[ 一 8x,6"] 不 是 周期 函数 . 

(2) 周期 函数 值 域 中 的 每 一 个 元 素 .必定 无 很 次 被 取 到 ,所 以 任何 严格 的 单调 两 数 都 
ж. 

(3) 周期 是 数 的 周期 有 无 数 多 个 . 

车工 是 / (x) 的 一 个 周期 . 则 wT(nE Nen DE N COS RAM. RH f(r + T= 
CD) 可 推出 f(z 十 nT) 三 f(z). 

但 nTinEZ,n 才 0) 未 必 是 /(x) 的 周期 , 即 周期 两 数 不 一 定 同时 有 正 负 周期. 如 函数 
У) = іп 都 是 它 的 周期 ,但 一 2x 4: hitt A Mt МИЙ. 

事实 上 , 当 了 =0 时 ,r+( 一 2x) 一 一 2r<0. 不 在 此 琴 数 的 定义 城 [0, 十 必 ) 内 ,所 以 
7[r 十 (一 2r)] 无 意义 . 

CO 最 小 止 周期 了 首先 是 一 个 周期 ,另外 还 满足 : 着 本 是 任 一 正 周期 , 则 有 CTT. 

但 周期 函数 不 一 定 有 最 小 正 周期 . 如 常数 函数 /(x) = 1, 全 体 正 实数 都 是 它 的 正 周 
期 ,但 天 最 小 正 周期 . 因为 全 体 正 实数 没有 最 小 数 . Fi KIC) = cost VTT 只 有 负 周 期 

2kr EN, 没 有 正 周期 - 
(5) 车 /Cz) 是 周期 币 数 , 则 其 绝对 值 函数 1/(7) | 一 定 是 周期 呈 数 ,但 其 逆 命 月 不 真 . 


2н ЗУЕВ |J OO Ж ЩЙ К.Н СВЕ 
r < «RR r > 2x 
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如 函数 1) = 人 к 
MME. 

(6) 车 Ti ,T, ОЛИМИ А СЗО MM. A li ЧА з T/T: 是 整数 或 有 理 数 ， 
ERRE T/T: 可 能 等 于 任何 非 零 实数 . 

f, g(x) 一 2008.xE (0.0. 5›Ш[1.-+==›, 用 周期 两 数 的 定义 ,不 难 证 明 ,g(x) 的 所 
有 周期 的 集合 TELH) T: FF LM ТУТ. ЄС, +00). 

CT) 图 像 重 复出 现 的 十 数 不 一 定 是 周期 函数 

如 : 函数 y=xz 一 [z](re[ 一 3.3]) 的 图 像 重 复 
出 现 ,但 它 不 是 周期 函数 . 

《8) 高 中 课本 中 的 周期 函数 的 定义 是 广义 的 . 因 
为 从 整体 上 看 ,这 样 的 周期 两 数 的 图 像 并 不 一 定 是 周 
而 复 始 的 . 


ш. 函数 fr) 一 
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五 "7EA. 其 中 


А-У 


R- 


п[=-з›е-›+]). 


1 
Ге] 


Юз хє[—п.—=+.рү|]тєһМ э. 


1 1 
二 <in: <-(и— . 
Жж-(а-15&=+1&—(я-10+2}ү<-—=-10+г—1утү 


Aarte- =a D+z ICA. fato 
Cn 一 D) 十 1 


1 
Ре 


XA MER r€ [n= Dn D+ weno, 
š +1 


所 以 nrt Snt: 


я n+l 
ЕС" GFDOFT 
ntl 


п? 


а rte [асл да+. 
Ј 2 


可 见 , 对 于 任意 € A.B SJGD f(r) 


所 以 该 函数 是 周期 两 数 且 有 周期 T 一 1, 虽 然 它 的 函数 值 按照 一 
是 它 的 图 像 从 整体 上 看 并 不 重复 出 现 . 


规律 重复 出 现 ,可 


- -= —* 
эүза- F1 
mi-i-2 


(1, Cf x 为 有 理 数 时 )》 
1o，( 当 为 无 理 数 时 ) 


а ы 


жй ш Ж. @ ОЗТ С) = 


AO El tf BC, TT JE C MO PEIRAO Xk A th. 

可 见 , 对 于 满足 Far + TD = S OO R RAWA BR fOe), — СА 
周期 性 地 无 限 多 次 重复 出 现 . 因此 在 能 够 画 出 函数 图 像 的 前 气 下 ,周期 函数 的 这 一 必要 
条 件 等 价 于 周期 函数 的 图 像 (T<0 时 向 左 ,二 0 时 向 右 ) 单 向 周期 性 地 无 限 多 次 重复 出 
现 . 这 说 明 周期 函数 的 图 像 重 复出 现 是 有 方向 性 的 、 霹 部 的 ,从 整体 上 看 并 不 一 定 是 周 而 
复 始 的 

如 图 1 - 1 - 2 中 的 函数 (x), 它 的 最 小 正 周期 为 了 二 1, 它 在 (0,0.5) 内 的 图 像 . 语 + 


二 正方 向 在 区 间 (1.1.5),(2,2.5).03.3.5),… 中 不 断 地 重复 出 现 : 它 在 (1,) 内 的 图 


— 


, 它 的 周期 是 非 党 


像 ,灌输 正 方向 在 区 间 {2,2 +). (3.3 


~… 中 不 断 地 重复 出 现 …… 


一 般 地 , 设 周 期 函数 六 z) 的 定义 域 为 D, 一 个 周期 为 本, 则 对 任意 r€ D.A х+ТЄ 
Dfe Т f) ,所 以 

D FICO АЖЕМ, FCD x sü IE Jr Е ©К Жин Ж. 

(2) FIO AH RAM MAO 8 {@ г 0 h y PK Ж КЕМ HR: 

(3) 车 /(z) 同 时 有 正 、 负 周期 , 则 f(x) 的 图 像 沿 + 轴 正 、 负 方向 无 限 多 次 重复 
出 现 ， 

只 有 在 第 三 种 情况 下 ,周期 函数 的 整体 性 质 是 它 在 任 一 周期 内 的 性 质 进行 周期 延 拓 
的 结果 ,这 时 研究 晒 数 的 性 态 , 可 局 限 在 某 一 周期 内 讨论 . 作 它 的 图 像 , 也 只 要 作出 它 在 
某 一 个 周期 内 的 图 像 ,然后 向 左 、 右 按 周 期 平移 就 可 得 到 函数 的 整个 图 像 ,这 是 我 们 要 研 
究 的 理想 的 周期 函数 ,前 面 两 种 情况 下 的 央 期 两 数 , 策 要 增加 一 定 的 条 件 , 才 能 达到 这 一 
理想 的 层次 水 平 ， 

下 面 我 们 只 研究 在 高 考 和 数学 况 赛 中 出 现 的 理想 的 周期 两 数 ,反映 在 耳 数 图 像 上 ， 
每 过 一 个 周期 重复 出 现 . 因此 , 作 这 种 周期 郴 数 的 图 像 ,只 要 作出 一 个 周期 内 的 图 
像 ,再 利用 周期 性 向 左右 平移 扩展 ,就 得 到 整个 定义 域内 的 图 像 . 

H. 函数 周期 性 的 判定 


O 车 丽 数 /(z) 的 最 小 正 周期 为 了 , 则 Jart a ZO 008 ЛЧЕЛИЙ УГ. 


(2) 周期 函数 fr) 与 g(z) 定 义 于 同一 集合 D 上 ， 


T, 分 别 为 其 正 周期, 若 导 为 有 


ГТ ЕЛГЫ ERD DD EE Ct) 0) 也 为 周期 函数 . 


特别 地 , 设 /Cx) 的 一 个 周期 为 T, = pa.(z) 的 一 个 周期 为 T; = фа. рза 为 正 整数 
H(p.q) =la 为 正 实 数 . W рда ERB (r) 二 用 (x) 十 f:(7) 的 一 个 周期 

证 明 WH f+ pga) = filat pqa) + filt pqa) = fila tqT + falet pTi) 
= [с Л) = fC) BUL pqa 是 f(z) 的 一 个 周期 . 

Е. 如 果 T, Te ЖЖ fi С). fs Ст) M REMI. HR FE FI 0< 8< ра, 
JADE HODR А AHDE f z) W pga 也 是 f, fa DAEM. 

(3) # y= fO fe UR A ERG СН ЯК ЫЕ). В у= faa AE FH A 
BOULE A LR N у= о у= СЕ А НИРО ЕСИ. 

这 是 因为 ,对 任意 的 z, r: EAE SaD Са) WA ЈС f Ca) RR fC) 
Afr ИЯ FC Cr) ,因而 有 相同 的 周期 . 

O) 若 /(z) 是 周期 函数 , 则 复合 函数 红 /(7)] 仍 为 周期 函数 . 但 周期 可 能 不 相同 ,如 
inr 与 二 |sinz| 的 最 小 正 周期 分 别 为 2* 和 x. 特别 地 , 当 #(z) 确 定 的 对 应 关系 


М. 非 周期 函数 的 证 明 方法 
《1) 根据 周期 函数 图 像 的 性 质 - 
(D 根据 周期 函数 的 定义 ,用 特例 否定 法 - 

(3) 一 般 情况 下 用 反 证 法 . 

了 ,周期 变换 

此 inorvTER( 其 中 心 >0 且 天 1) 的 图 像 .可 以 看 作 把 正弦 曲线 у= sinr 的 
图 像 上 所 有 的 点 的 横 坐 标 缩短 ( 当 w> 1 时) 或 伸 长 ( 当 0 二] BD SIRK LAR CAA 


RRE. 


S 


例 1 HERAUS Sr- irl rE ROUiP[ rT A КА r 的 最 大 整数 ) 的 周期 
性 ,并 作出 其 图 像 . 
解 ” 如 图 1 -1-3, 我 们 作出 /(x) 的 图 像 . 


由 /Cz) 的 图 像 可 知 , 当 xzER 人 时 ,f(z) 一 x 一 [xz] 是 
周期 函数 , 且 了 一 1 是 它 的 一 个 正 周期 . 事实 上 .对 r€ РА 
+ 
RR. 有 
1 


/rtDertl-[rt1]=zr+1-—[z]—!l 
[z= fe). 
RA 实际 上 T=1 是 /(x) 的 最 小 正 周期. 我 们 可 用 反 证 法 加 以 证 明 : # ((0< 1) 
是 f(x) 的 一 个 周期 , 则 对 任意 的 ER, 有 : 
f(rt+D=fn), 
=10 FR. 所 以 任意 的 1(0<1<1) 不 是 


令 z=0, 得 f(D=/(0)=0. 与 1/(D)=1 
SEAM. 
例 2 证 明 : 两 数 f(z) 一 [sinr| + cose | H — AMEE JER RBS CO RR. 
证 明 显然 ,函数 /(z) 的 定义 域 为 R. 
н) (о) 


cos (+3) | —1соах1 + |sinz| = (л). 


— P 


所 以 函数 ftz) 一 |sinr| + |солг 1—1 ЖЭЙ. 


МО М. Со) зіл созт 2а (7+7). 
а Зк усо sin (2+ (BRR 27. 


因此 由 函数 的 周期 性 , 知 f(z)=1sinr| 十 |cosz| ,rER 的 值 域 为 [1.V2]- 
RA 求 函 数 的 周期 .也 可 通过 图 像 观察 而 得 到 . 如 本 例 由 


Мааа) re (аем). 
ain(r-£) те (о ек). 

f = 9 š “e. 
1а (3) re (ertai +17), 
(2-2) re (2e + 3,26 + 2x). 


容易 作出 它 的 图 像 如 下 : 


MARES BRIM. 
M3 设 函数 y 一 IOtan[ (2~ DZ] REZ). x 在 任意 两 个 连续 整数 间 ( 包 括 


整数 本 身 ) 变 化 时 ,至 少 有 两 次 失去 意义 , 求 上 的 最 小 正 整数 值 . 
М ”根据 题 意 ,最 小 正 周期 应 满足 下 列 条 件 


TST 
e~ 


<. 


5к+1 


2 
解答 错 了 ! 错 在 哪里 ? 


иш 这 一 解法 .忽略 了 函数 ?一 l0tan[ -DF RRA. BERK, EME z 


R- 


Вр «> ‘HEN REZ’ „Д S9 即 可 . 


在 任意 两 个 连续 整数 间 ( 包 括 整数 本 身 ) 变 化 时 .至 少 有 两 次 失去 意义 ,首先 就 必须 满足 
YEf[o,1] 范 围 内 两 次 失去 意义 . 下 面 给 出 正确 解答 . 
正解 ”由 题 意 可 知 , 最 小 正 周期 了 满足 


3 
FTS 


则 有 


解 得 上 二 13, 故 的 最 小 正 整数 值 为 13. 
RA 正确 使 用 性 质 ,准确 理解 题 意 ,是 正确 解 题 的 关键 . 
例 4 已 知 正弦 型 函数 y= Asin(wr 二 9)(A>0vo>0,0<p 一 2m) 的 图 像 与 y 轴 交 于 


点 (0,1) ,在 同一 个 周期 内 一 个 最 高 点 的 坐标 是 (2,W2), 求 函数 的 表达 式 . 
解 ”因为 点 (2,V2) 是 最 高 点 ,所 以 A=YZ, 由 点 (0,1) 在 曲线 上 得 YZsing==1, 因 为 


РИ 9 


f o ER E VDI BERRA HOBIE у= Esin Car ph fain (2+ ) =1 A 
而 有 2u 十 于 一 2kx 十 至, 即 w 一 tn 十 车 


因为 点 (0,1),(2,V2) 是 曲线 上 同一 个 周期 内 的 两 个 点 ,所 以 最 小 正 周期 


+= 
k+ 


Tri): 


KLE NEZ =o. E .此 时 ,函数 表达 式 为 y=VZsin{ £ 


解 之 得 一 


8 


3 


АСОВА СА АНКА у ча (ar + зк) sin ( 205-37 


1 
一 1, 从 而 有 2+ E = 2k + 3 


к (REZ). 


из т: оа СХ КЄЛ =l. = E tnt, 


函数 表达 式 为 : > учн (+ 


оок н, y= Esin Жо за = zs (Fr +E). 


— Ë 


RA ”由 正弦 型 曲线 上 的 点 求 函数 y—A ° sin(wz 十 9) 的 表达 式 ,关键 在 确定 wp 
的 值 , 这 往往 是 一 件 比较 麻烦 的 事 . 从 本 例 可 见 , 若 能 恰当 地 利用 周期 概念 ,这 个 问题 不 
难 解 决 . 一 般 地 , 设 AC yı ),B(zi'y) 是 正弦 型 曲线 y 一 Asin(wr 十 pg) 上 的 任意 两 点 


当 A,H 在 同一 个 周期 内 时 ,由 周期 概念 可 知 , 周 期 T> |x: 一 | ; 当 A,B met Сем ) 


个 周期 内 时 .各 Т> |а x Теза A,B ЕА ЯНЫН + T< lee — nl. ЖЖ 
中 ,就 是 利用 这 一 简单 事实 ,准确 方便 地 根据 曲线 y= Asin(wx 十 9) 上 的 点 坐标 求 出 
СТЯ 

例 5 (9 10 Fi IMO 试题 ) 实 数 e>0,y=f(z) 是 定义 在 全 体 实数 集 R 上 的 实 值 函 
数 ,对 每 一 个 实数 了 ,有 


它 


fr +a) = + VFO TFT. Ф 


CD 证 明 ; y=/(x) 是 周期 两 数 ， D aml 时 .给 出 一 个 非常 数 的 /(z) 的 例子 . 
M (1) 证 法 1( 代 换 法 ) 
将 四 移 项 后 两 边 平方 ,得 


[ve +a) +] - Jy — [funny = 1 


m [reta] + [ro] ° 
оа 后 得 


[ ay P faqay d 
резо +] +(e +a} ® 
ов 
ау 
[erwt] @ 
但 据 中 知 , 对 任意 Єв. SOS. FH. MONI 
Jrz+2a) = fen, 
此 式 表 明 /Cz) 是 以 24 IMS MIR Rk. 
证 法 3( 解 方程 法 ) 
лаа = ъа ТСО. Ф 
Harta ВН i Satata a FaF. Ф 


Ro 


[оаа 
将 中 整理 成 关于 f(x) 的 方程 得 


[yz 了 一 Fr) 十 [=+ә-+1] =й; 


所 以 n= р [ео Т) 


{12 Vf(r Ta S[ftz Tay) 


1 + VT Ta TTT, 
注意 到 f(z) > Tk ERR + B.M 


Дох 


++ atO +. @ 


比较 加 与 回 知 /(r+2a) = fir) k RU (r) Ж ДК 2a 是 它 的 一 个 周期 ， 
证 法 3( 复 合 函 数 法 ) 
对 实数 zx 十 a, 我 们 有 


/tzt+a +a] = + + йт Fo- [уст roO, 


йт 的 任意 性 ,tr +a) = + + VG ТСТ, E f(z + a) 的 式 于 代入 


Дох + a) + а] 的 表达 式 ,得 
Silta) ta] = /(r+2a) 


1 T+ VAAL = т 
+ TOGT- [y + 0799—0709) 


+ fn + Urey 
пт 
k т ا‎ 


= |. 


+ 


' 
ы sl- s юр 


+ 


' 


1 

т 
由 于 

=+ Jato ta T>} 

fay = + Fa FFT > ++ 


А ||==}. 


— I 


=1 те 
于 是 ,ftz 十 2a) = ++ + ]= 1%. 


ЗА ЖИЙ, (r) EDA 2а 为 周期 的 周期 函数 . 
(H) 当 a=1 时 ,可 以 举 出 


f = 
容易 验证 /(x) 满足 要 求 . 事实 上 ， 


1+ 


=). 


деж = [i+ а) |] 
= (1+ | Z|). 
9—50. 
+ IOOF = Y + VI TT 
1 
1 


= ë +. 


mafo = (1+ [sin уяа 


ftz+D = T+ VT ТУСТ. 


#6 CMAR iy= 

(1) 画 出 这 个 集合 的 图 形 ; 

《2) 视 (1) 的 图 形 为 函数 y= /(z) 的 图 像 ,证 明 : 

flr +4) = fD fH D + f) 

解 1) 记 了 一 [24 一 1,2k 十 1],kEZ. 5 5 
数 时 ,点 集 为 z 铀 上 方 的 一 连 串 的 半 国 ; 当 为 奇数 
时 .点 集 为 + 轴 下 方 的 一 连 串 半 圆 .上述 两 系列 半圆 
的 端点 在 x 轴 上 并 衔接 而 形成 连续 曲线 ,如 图 
1-1-5 所 示 


Ф. 


= УТ= (т =P .2k—1< r <2k+1.k € 2). 


(D MFS 一 (一 DD ИТЕ (r —2Ю?,2Е— 1 r < HL 
AHD 
2G@+D- 1 r+ 


DHL 


(+ +1. 


n: VI Fa 
ра = fun. 
D ЕТЕР ҒО 
= cu TIT 
ш f(r +2) + f(x) = 0. 
# 根据 定义 说 明 F(zr) 是 周期 函数 ,4 是 它 的 一 个 周期 
例 7 证 明丽 数 /(7) 一 sinr 十 winar(a 为 无 理 数 ) 不 是 周期 函数 . 
证 明 sinz tj sinar 都 是 R 上 的 周期 两 数 .其 中 4 WERN. {E sinr + sinar 不 是 周期 函 
数 .事实 上 .着 xinr + sinar 是 一 个 周期 为 TC 去 0) GAMER MU FERR B r R 
sin(t 二 2T) + sinlar 
从 而 有 sin(z 十 27) — sinz = [sintar + 24Т) — sinar], 和 差 化 积 ,得 


costr + T)sinT =— costar + aT )sinaT .coxzsinT = = cosaz sina". 


— fO, 


T) = sinr + sinar, 


Ir = КЕШ -个 方 释 的 左边 等 于 零 . 于 是 sinaT = 0. aT H n 0908903 ar 


куен 
从 而 产生 矛盾 . 

说 明 (1) 类 似 例 7 证 法 可 以 证 明 函数 #7) = rcosr 不 是 周期 函数 、 

利用 例 ? 结论 ， 可 得 

(2) 两 个 非 周期 函数 的 和 函数 ,可 能 是 周期 函数 . 

如 ， AMANS = sinr + sinar, g (r) = sinr — sinar (a 为 无 理 数 ), 而 /(z) 十 
W(X) 二 2sinz 是 周期 琐 数 . 

(3) 一 个 周期 函数 与 一 个 非 周期 函数 的 和 函数 ,也 可 能 是 周期 函数 . 

如 : ГС) = sinr +sin Zr 是 非 周期 稍 数 .g(z) 一 一 sinz 是 周期 函数 ,而 几 z) 十 &(Z) 
=sinvVZz 是 周期 两 数 . 

例 8 (1) 证 明 f(z) 一 sin|z| 不 是 周期 两 数 . 

(2) 证 明 y 


等 于 零 . 于 是 sin 二 0, 即 本 是 x 的 倍数 , 因 4 是 无 理 数 , 这 是 不 可 能 的 ， 


„Р 


(1 证 法 1 《图 像 法 ) 因 为 


nr (20). 


f(D)= 


1 一 :inz 00). 

所 以 y= f(z) 的 疼 像 如 图 1 -1 -6 Бүл. 

由 图 像 知 : 它 在 [一 x,x] 上 的 部 分 不 可 能 由 任何 长 
度 为 2x 的 区 间 上 的 图 像 平移 而 得 到 . 故 f(x) 不 是 周期 
GES 

证 法 2( 特 例 否 定 法 》 

С 是 周期 函数 ,那么 存在 一 个 正 数 了 ,使 得 
MEE x € R 有 sin| z+ T|=sin| r1. 


Br = Ff sin + 


T+ = 20 + FMT - 


X r= 8.70 


/(—{ +Т) = = Tp. 
故 不 存在 本 闪 0, 对 一 切 了 ER 有 sin| г+Т|= sin | z |. MFC) = sin | z | ЖЖ 


тй. 
(D у = sin /z EMMER, T 0 是 其 一 个 周期 , 则 有 sin Ут ЕТ = sin r 
Fr € в 都 成 立 . 
CRETE sin VT = 
所 以 VT = krík € Z.k #0). Ф 
Фу = Т, sin VZT = 0. 
所 以 VIT = nn(n € Zen 2 0). ° 


O RL OD — P ik ч? 是 无 理 数 予 盾 , 故 > = sin ут 不 是 周期 函数 . 


说 明 D 用 反 证 法 还 可 证 明 蝴 数 > = tan | z | ,y = cot | x | 都 不 是 周期 函数 ,但 
у = сок! т | 是 周期 函数 ,由 于 cos | + | = cosr, 易 知 它 的 最 小 正 周期 为 2x. 

С 一 般 地 ,在 三 角 型 函数 /(x) 一 tan[y(zr)] Е XIR A Е.ф) 可 导 且 yg (x) 不 
是 周期 函数 , 则 f(x) 不 是 周期 两 数 . 

证 明 M/O FEA E TRIM TCT BEFR BO 的 两 数 , 则 对 于 任何 YE A, 
部 有 x 十 TEA, 且 


е. 


tanlç(r + Т) 


tanleen]. Ф 


两 边关 于 工 求 导 , 得 


gatD фар Ф 
з Ге 70] 7 cos 1900] 
но 
сок [g(r + T)] = cos [g(r] 0. 
Тр +T) = gC. BA ç Ca {Е А ҮЗЕН. ЗХ 5 E MFR KM АА Z. 
命题 得 证 


ОЕ УС) 一 cos[g(z)] 的 定义 城 作 上 ,车 9(z) 的 导 丙 数 g'(x) 连续 ,并 
H| gp CD | 不 是 周期 函数 , 则 7(z) 不 是 周期 函数 . 
EM BSOA LAMAT HARMA TENE A. 都 有 r+ 了 TE A. 且 
cox gG + ТЭ) = cosie] @ 
WARF RH 


gr 十 T)sinLg( 一 TD)] = Сіп 097. 


ж 
lg tr ТӘ |+! sinfg€z ТЭ |= gC |+ | афс] |. Ф 
设 是 A 内 的 任意 一 个 值 ,下 面 就 p(x,) 值 的 两 种 情形 分 别 证 明 
Ig r, +T) |=] g'ir) |. 
第 一 种 情形 ,9g(zv) к 的 整数 倍 . ЖЛ ЇЧ соз уба, + Т)] = сокет] Т. 
аас + ТУ] | = | sin[ g(r.)] |= 0. ЖИН @ RIRI ул, + T) |= | сл) |. 


第 二 种 情形 : уб.) = m ВО (ñ. 此 时 由 Q 式 知 сг, + T) = ВОЕН 
因 ес) GEN лооль 十 了 可 导 , 即 在 这 两 点 连续 , 故 存 在 点 re 的 一 个 邻 城 4, 当 r € А 
时 ,有 
| gl) — g(r.) |< x+ 
| gr Т ро +D |< x. 
由 于 ga = 的 整数 售 ,etr, + T) ВЕН AF A EY r, gD = w 
的 整数 倍 , 划 gr) = Сто CRF | уба) рт) S mi paH T = x 的 整数 倍 , 则 


gr +T) = girs + Т). 

这 样 , 在 人 内 只 有 下 面 两 种 可 能 ， 

i. 如果 存 在 的 一 个 领域 A, ,使 得 当 工 E д, 时 .8(z) = фб) А g Crn) 一 
O. 此 时 , 因 сто) = x 的 整数 倍 . 即 g(x) 都 等 于 x 的 整数 依 , 故 由 O) Жш pC + T ш 
等 于 00 6848. 从 而 在 4, 内 gr + Т) = бт, + DRAH gr, А ТӘ = 于 是 


„Ф 


lg taa +T | =! gz) |. 

i. 如果 在 点 z, HERI АРА pO Z pr). ЖЕФ ITE 4 内 找到 一 点 列 
туут, و‎ x, “DE plz.) Z уб», g(x,) 天 + 的 整数 全 .因此 ,根据 
第 一 种 情形 的 结论 有 | gr, + Т) |=! gr |. 

усл) {ЕХ т, эл, +T ERB rer, МАГ g (reg Cn og (т, + Deg ао + Т). 
PH gr) но lol gr. +D le lg ТӘ ТА gre + Ty | =| gn) |. 

所 以 . 当 g(x,) = x 的 整数 倍 时 ,也 得 到 了 | gC + T) 1 一 | gz) |. 

综 上 所 述 ,对 于 任何 TE ABF оТ |= | gD RIOD IEA E 
是 周期 函数 , 这 便 引 出 了 了 矛盾 , 故 假设 不 真 ,从 而 命题 得 证 . 

18 ole] RR snl]. 由 ileen] = [$ — +оо ]ж |[&— еэ] | = 


| ёс) | ,可 知 命题 仍然 成 立 
Е BONS 


1. 函数 y 一 xiny。|eotr|(0<<r<r) 的 一 个 周期 内 的 图 像 大 致 是 © 4% 


‚= 1. 


тї-1ї-? 
2. (2005 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 浙江 省 预赛 试题 ) 设 (r) E, fi (r) = sinr + 
cos VEz fite) = sin pF сов, =sinx* ,上 术 函 数 中 ,周期 函数 的 个 数 是 ( › 
A.1 B, 2 С.з D.4 
з. (W 18 4 E Ldi ЖЖ) ЖИ 8 $ (r Hf ES E1 1- 1-8 Ж. 


H Srn 时 ， Уст) =4сов +. Н (о.о) БУО ¢ 


A. 


rosz] 


в. 4cos[ > +6), А0 REZ 


С. їсох +02 
(z) 


D. aeos[ 


э. (第 10 届 " 硕 望 杯 "高 二 第 2 K Kask DERM A THAME R у G. 5 
xE(0,T) 时 , 反 函 数 是 y=/ ORRA DD. DL ¥ 7€ (TOR y= ODMR 


rthr < 
р) вакд 


函数 是 ‹ › 
A. у= "(r+T) ED В. у=/ DHT ED 
©. у=/ (TED D. y=/ 'б)—Т.гЄР 
5. (1990 年 理科 全 国 高 考题 ) 已 知 图 1 - 1 -9 是 函数 y=2in(ar+ (lel <F )# 
图 像 ,那么 ç 


10 ж 
А. өтү” 


D. 2,6—5 теі 


в. (2002 ФАНЕ # $ Ж N Ж ЖЖЖ) Р. 3: JC) пог) СаО € RD, A 
R fG= fGe+ )— fer 2). Ë A= vinx + p+ 9a). B= sin lar +g 9a), A 5 B 
的 大 小 关系 是 ‹ ) 

А. A>B в. А=В А<В D. 不 确定 

7 对 于 任意 ER./(zr) 一 lsinr|. 当 mscr< n+1(0n 为 整数 ) 时 vK(T) 一 并 一 ni 则 在 
хз» б), а) со Рокс АН ВВТ Я 

8. (第 2 局 "希望 杯 "高 一 竞赛 题 ) 式 子 | атина HEKER СЛ 
一 xz 一 [z] 可 以 表示 成 某 个 一 次 函数 的 形式 ,这 个 形式 是 (rz)= — 


э. кодовите ажан уо A K M [0.5 ) E инник E 


„%? 


жа. ЯШИ ЕН, mE 1-1-10. 
这 个 新 函数 的 解析 式 是 


图 1-1-10 mi-i-n 


10, ООЖ ХЕС о, Fo) ЕФ ЕЖ, В (1 十 z) 十 j(1 一 z) 一 了 (1)，7(z) 在 
[C01] 上 是 波 本 数 , 则 一 /( 里) (2E) /人 (号 ) 从 小 到 大 排列 为 


п. BR y= sintur w>. el< H ER p 8 1-1-11 所 示 , 则 函数 表达 式 


12. БЕВ BA 》 一 Asintwr 十 f)CA>0vw>0,0<9<<x) 在 网 一 个 周期 内 经 这 
ЕМА AOD B($.0) ,C63, 一 2), 则 符合 灯 件 的 西数 表达 式 为 


13. (2002 年 全 国 高 中 教学 联赛 题 ) 已 知 /(z) 是 定义 在 民 上 的 西数 ,fC1) 一 1, 且 对 
ER IER ON СБУ Сту DEADH Ст) е С Бк 
42002) $ fk. 


м. 已 知 y 


si (5 二村)( 基 中 mEN), 对 任意 实数 a 在 区 同 [aa 十 9] 上 


的 什 为 宇 出 现 约 次 数 不 少 于 4 次 且 不 多 于 8 次 , 求 四 的 值 . 
15. EW TAB KA FM ME Kk: 
1 


ао feo = sin da (D f) = sinz’; 


(3) /07) = sin YF, n € N.E п 2). 


u 


2 象 称 函数 的 周期 性 


xe ARAB 


函数 图 像 的 周期 性 与 对 称 性 是 相互 联系 .紧密 相关 的 ,都 是 函数 性 质 的 几何 表现 形 
态 ,更 加 直观 地 反映 了 自 变量 与 两 数 之 间 的 变化 规律 ,已 成 为 近 几 年 数学 高 考 和 竞赛 合 
题 的 热点 之 一 . 

我 们 把 疼 像 具 有 对 称 性 的 函数 称 为 象 称 丙 数 . 

I， 画 数 图 像 的 对 称 性 

通常 包含 两 类 内 容 

CD 自 对 称 性 : 同一 函数 图 像 自 身 的 对 称 性 

O 两 数 ОР r= А fey = Со) Е баъ) РО). 

морат 

函数 ГОНТА га {йез /са+ т)= ба тез аа) = f, 

f a =O U УИА БС 89 Ж FIER 一 0( 即 y 办) 对 称 - 

O 函数 у= X Ft (a, Бе / Сг) + /(2а— r) = 2b f (a + r) + 
/‹а—х›=%Ь. 

Морао ааВВ ХР Оо. 0) 对 称 . 

А а 

O RR y= аа y= O ова РКА г 


fato Ув 


O ww ТГТУ 9) 对 称 的 两 数 解析 式 为 
了 .关于 函数 对 称 性 与 周期 性 的 关系 
若是 数 的 图 像 具 有 如 下 的 双 对 称 性 , 则 它们 是 周期 函数 : 


1 D RAK /(z) 的 图 像 关于 直线 + 一 a M г =b BBC Zb RE f(4 +a) = 
fla DE Юл) WER у= ORMER. Н 2(a а /(x) 的 一 个 
周期. 

《2) 如 果 函 数 y= /2) 的 图 像 关于 两 点 A(e，0) 和 ВО, 0) (a 去) 都 对 称 , 即 满 足 
Гал) fa EL Рл) = У х) EA у= fC REAM RK, Н. 
26а Б fO t TRIM. 

(3) MRAR y= /Cry0mI8 e X-T tt: 
WR аъ ба) Н Уа 
aT DRE Fr) 的 一 个 周期 、 

# 函数 图 像 有 且 只 有 一 条 对 称 轴 ( 或 一 个 对 称 中 心 ) 的 函数 不 是 周期 函数 . 

(4) 因为 奇 确 数 关于 原点 对 称 , 偶 琢 数 关于 y 轴 对 称 ,所 以 具有 奇偶 性 的 两 数 . 当 其 
具有 双 对 称 性 时 该 函数 也 是 周期 函数 . 其 常见 的 一 般 性 结论 如 下 ， 

O BAB re bs XR WRR /(z) 关 于 直线 一 0 对 称 ) ,县 满 是 7(r 十 dy 


ПАСА ТЕТЯ 


athik (7) 的 一 个 周期 . 

特别 地 ,着 两 数 Соо, аа OC СРЯ геа 对 称 ), 且 
ЭИА О JCD KF VIER =O EST MERE y= /4z) 是 周期 函数 , 且 2а 是 17) 的 一 
TMM. 

O PARN у= CD OE X MU 0 GF ñ f UD O ЖЕ СО. 0) 对 称 ), 且 满足 


ft am = fhm (W ус жт (GP. орж) саз MWR y= /(z) 是 周 


MHC. EL a Fh E Сг 0 — ЈА. 

RE HR /C7) 满 是 /Ca 二) 一 一 /4 一 x)( 即 /(x) 关 于 点 (a, 0) 对 称 ), 且 为 
ARR /人 (7) 关于 原点 (0, 0) 对 称 ), 则 函数 y= fC) ERI MEREK. H 2а 是 (x) 的 一 
个 周期 . 

N. 象 称 函 数 的 性 质 

D HAMAN FO r ñ. 最 小 正 周期 为 TA 1(0) 有 意义 , 则 СО) = aT) 
=0 EZ). 

这 是 因为 在 JG LT) (y Ф 0, Т. СТО = 00), 500) = С ТӘ, 
СТУ FOTN (O) = Т) =0. ДЕ В} /Cr) 定 义 域 的 两 端 均 无 界 . 

《2) 若 一 个 周期 为 246 一 a) 的 函数 y= /Cr)(rER) 的 图 像 关 于 直线 гай хр) 
对 称 , 则 AKCz)? 的 网 像 关于 直线 гс газ. 

因为 : 若 f(x) 的 图 像 关于 直线 r=a К [(a— х) = f(a к) u 7) = 


Ф. 


一 “对称 ,又 关于 点 ВО, о Сазе) 
JT ФЕ y~ f CORAM, A 


Fa). = 
特别 地 , 当 


Ьа) fa + а 00) /[а—(а—5—зэ]= OF. 
=O 时 , 即 以 25 为 周期 的 偶 丙 数 /(z) 的 图 像 关于 7 一 6 对称. 


a gmeog 


例 1 EM /(7) 是 定义 在 RR 上 的 偶 函数 , 若 #(x) 是 奇 丽 数 ,上 且 g(r) 一 /(x 一 1), 求 
/(2007) 的 值 . 

分 析 “本题 直 接 求 似乎 无 从 下 手 , 必 须 从 条 件 出 发 探求 规律 , 即 利 用 函数 周期 性 解 
答 , 方 可 出 奇 制胜 - 

解 由 条 件 С) С), С) = Со B ибт) fO. Ст) = 
ауа С) В кс aD Д Ла е f+), 

Ш И) atd f+. 

所 以 f CERD на EC. — EEN 

BX ODE R EHR. (0) =0. 7(1 = «(0) =0. 

(2007) (4X3 

说 明 Wç FFL X: Hb FE Е Н Ek if) B IYE НЕН! ñ ЖЕ K(0) =0. 

例 2 设 定义 在 只 上 的 偶 函 数 СОЖ z 一 2 对 称 , 且 当 rE[ 一 2. 0] 时 ./(z) 为 增 
两 数 ,车 /( 一 2) 之 0, 求 证 当 zE[4，6] 时 ,17(z) ARAN. 

证 明 在 [4, 6] 内 任 取 n, raka < x < r, S 6, 


—D=/(—D=0. 


则 2 r +4 <r +4 SO, 
因为 fC) 在 [一 2, 0] 上 为 增 函 数 ， 
所 以 Jz +4) > с=т; +4) > 76—200 > 0. Ф 


又 函数 f(x) 是 偶 函数 且 关 于 + 一 2 ИЖ. 
所 以 /一 = fu, О) = 5—0). kk 
f(r +4) = Д2+@+9]= /2— +09] 
C m = /ns 
知 函 数 Cr) 是 以 4 为 周期 的 周期 函数 . 
ите 


fer > fz) 20. 
x ft 


= f. 


所 以 fera) > flr) 2 0, 
故 当 4 < r < r бв 
| fe) =| fa) |= Fr 一 fr > 0. 
ш l| fer >l fad l» 
Mi x € [4, 6] 时 ,| /(x) | 为 减 函数 . 
例 3 (1991 年 四 川 省 高 中 数学 联赛 决赛 第 二 (2) 是 ) 设 F(z) 为 偶 函 数 ,8(z) 为 奇 函 


数 , 且 fr) 一 一 K(r+e)(e>0), 则 f(r) 是 最 小 正 周期 为 的 周期 函数 . 
М ”本 题 的 "标准 答案 "为 4c, 解 答 过 程 如 下 : 
о) вно) д6 С 20—00] 


6-2-2) 
—?с+ту=ң(3с+л) 
= —с+(ас+а)]=—к{с—(4с+л)] 
=Д—Чс+)]= fact. 
Ж /xz) 的 最 小 正 周期 为 4c. 
说 明 上 述 解 等 ,由 /C7) 二 f(z 十 4) 断定 4c 为/(x) 的 最 小 正 周 期 ,与 最 小 正 周期 
的 定义 不 符 , 由 /(z) 三 f(x 十 4e) 仅 能 判断 fr) ELL Ae J — ЈИ WA by A Д ñ С. g ik n) 
Ae 是 最 小 期 ,必须 证 明 f(z) 没 有 比 4c 小 的 正 周期 ,而 这 在 此 是 无 法 证 明 的 . 
事实 上 ,本题 中 的 函数 /(z) 不 一 定 有 最 小 正 周期 ,即使 有 .也 不 一 定 是 4c. ШЙ fO) 
созг, g (т) = sinr, W f (r) 9 MR 8. x(x) 为 奇 函 数 , 且 有 f (x) = cosr = 


sin(1+ 38) =a (+E). 4x Eon 不 是 /x) 的 最 小 正 周期 


综 上 所 述 ,4e 不 一 定 是 /(7) 的 最 小 正 周期 , 且 /(z) 有 无 最 小 正 周期 ,最 小 正 周 期 是 
么 由 题 设 无 法 确 

例 4 (2005 年 广东 高 考题 ) 已 知 定义 在 R ERA /(z) 满 足 : 对 于 任意 的 实数 Q. 
都 有 ЛО = 2а) (1+) = /(1—х)›, HERCO, 7] 上 只 有 D= /‹3›=0. 

D 试 判断 FCD HAE RAYE: 

(DRHE ЛС) =0 在 区 间 [ 一 2005、 2005] 上 的 根 的 个 数 . 

解 《1) 对 于 /2 十 z) 一 7(2 一 z), 以 rz 二 2 代 : 得 8(4+z) 一 太一 z)， 同 理由 
SODS 7—08 РОА) С) Ц Ра СМ +) ВОН /(10+ > 
7) ,所 以 f(z) 是 周期 函数 , 且 一 个 周期 了 二 10. 又 因为 0—3) = 070960, /(3)=0. 
ЖШ Cry B ЗЕ # ЗЕ 8 8. 

《2) 因为 F(z) 在 区 间 [0. 7] 上 只 有 /‹1)=/‹3› =0. Н ЯЙ 了 一 10. 所 以 方程 Су 


а. 


=0 在 区 间 [0，10)， [10. 20). [20, 30) [2000. 2005] 上 都 有 2 个 根 , 共 有 402 个 . 
而 它 在 区 间 [ 一 10, 00, [一 20, 一 10)， [一 1990. 一 2000) 上 也 都 有 2 个 根 ,又 因为 
(一 2007)== 了 (3)=0,f( 一 2009) 二 f(1)==0, 所 以 方程 f(x) 二 0 在 区 间 [ 一 2000, 一 2005] 上 
无 解 ,因而 有 100 ML. 

综 上 ,方程 f(z)=0 在 区 间 [ 一 2005，2005] 上 共有 802 个 实数 根 . 

说 明 这 是 一 才情 理 之 中 ,意料 之 外 的 好 题 . 按 常理 ,问题 (1) 应 该 设计 为 "证 明 丽 数 
f(z) 是 周期 十 数 "与 问题 (2) 形 成 " 申 联 型 "的 关系 ,本 是 设计 的 高 明之 处 正 是 违背 了 这 
个 常理 ", 设 计 为 "判断 /(7) 的 奇偶 性 ”而 判断 的 结论 出 人 意料 之 外 . 却 是 " 非 奇 非 偶 
wm". 

例 5 (第 十 三 届 " 锅 望 坏 "高 一 培训 试题 ) 定 义 在 只 上 的 两 数 f(z) 的 图 像 关于 点 (a， 
b), (e. ФУ к Сазёс) M ý ) 

A. РОЗЕ la — c| AMIR RKC B. FCD 21а —с| AMAS RK 

CA 是 以 二 le 一 < 为 周期 的 丽 数 。 D. СААИ Ва 

解 因 函 数 /Cz) 的 图 像 关于 点 Ca, 人 对 称 . 所 以 对 任意 x €R, f Cr) = 2h — 
{а т) а 

又 函数 /(z) 的 图 像 关 于 点 (ec，vd) 对 称 , 所 以 对 任意 工 ER,7Cr) = 24 
f(2c 一 zx) 成 立 ; 

FE, а 7) 26 f[2c— (2а – 7)] = 26— Рг 2с 2а) = ўсх 2с — За) ар YU 
/是 以 21a 一 e| 为 周期 的 丽 数 . 选 (B). 

/评析 “这 是 关于 两 点 对 称 的 函数 的 周期 性 问题, 关键 在 于 正确 地 进行 数 形 之 间 坎 
线 换 ,将 图 像 的 对 称 信息 邮 译 成 数学 符号 语言 

思考 ”本题 根据 两 点 对 称 判断 函数 的 周期 性 ,我 们 可 以 类 比 思考 ; 关于 一 点 一 线 对 
称 和 关于 两 线 对 称 的 丽 数 是 否 具 有 周期 性 ? 

答案 是 肯定 的 ,关于 一 点 一 线 对 称 ; HyS OE 有 R) 的 图 像 关于 一 点 Pa, уо 
中 心 对 称 , 且 关于 直线 r= Са Zb) R Р ЕК. W [(7) 是 以 4065 一 a) 为 周期 的 两 数 . 

证 明 图 像 上 任 一 点 Cr。/(z)) 关 于 Pa, yw,) 的 对 称 点 (2a 一 ,2x 一 /Cr)) 也 在 图 
像 上 , 即 有 ar yo ЈС) H fbr = f(b+ ry. j 

SD = 2y ~ f(2a — z) 一 = flb— (b— 2a + z)] 
一 2y% — Д 5+ Ф — 2а + z)] Sb- 2а + r) 
ута — (2Ь— 2a + э). = (38-40 +0] 
=+ Gb- ta + x] = ПАФ а) +5], 
УСТГА 


„Ф 


特别 地 ,(1) 若 % 一 0, 即 函数 满足 Са) 
加 时 ,f(x) 是 以 4(5 一 a) 为 周期 的 函数 . 

(2) %а=0. у,=0 RH. HHR f(z) 的 周 像 关于 直线 r 一 200 关 0) 对 称 时 , 则 f(7) 
是 以 то 为 周期 的 因数 . 

注 对 ub 之 间 的 任 一 数 "./(z) 关 于 点 (7, 0) 及 直线 r—r 均 不 对 称 , 则 415 一 a| 是 
ГСН ЛЕМИ. 

关于 两 线 对 称 : FER y= /CDCrE R) 的 图 像 关于 直线 +=a fl r =b(a>b АН 
称 , 则 /(z) 以 2a 一 已 为 周期 

特别 地 , 当 5=0 时 , 即 : 偶 函数 /(x) 的 图 像 着 关于 直线 + 一 a(a 冯 0) 对 称 , 则 РС) Ж 
以 2а 为 周期 的 两 数 

一 般 地 ,上 面 关于 两 线 对 称 的 结论 还 可 推广 为 : 车 函数 y= ССС ЮН Р 
直线 z=4 和 了 一 Mu< 念 对 称 , 且 在 这 两 直线 之 阅 青 也 没有 对 称 铀 . 则 函数 y= 1(z) 是 以 
《2 一 24) 为 最 小 正 周期 的 函数 . 

EM 设 点 Pa. DEMAN у 77) 上 的 任意 一 点 ,因为 > 
жа 对 称 ,所 以 POT。 DRF гта 的 对 称 点 
fi a= усо). 

同 理 可 证 ; Cbd = fr), 

IN J C20 20+ х]= /[%%—(2а—ээ]= /‹2а— х3 = уу Ш T= 20—24 kê 
Роба ЧЕТ М. 

EERE T (OT 20—24) y= /(z) 的 正 周期 , 令 = AZT, ВН, 
аа А Ра = у= РЬ ТУ == TT += f(T +) = fC). Bf 
以 лау у = СОРИ Feta УЕ ш ЖЕЙ. @ ШЖ. 


说 明 O 这 个 抽象 的 数学 问题 ,有 一 个 很 好 的 直观 现实 模型 ,把 两 面 镜子 面对面 ,从 
两 面 镜子 的 中 间 看 镜子 中 的 成 像 . 


镜子 4 中 的 镜子 A 局 子 4 AFE 镜子 6 中 的 镇 子 4 
1-2-1 
若 你 处 于 其 中 ,将 看 到 有 许多 肖像 位 置 呈 现 出 周期 性 变化 .把 这 一 实际 问题 加 以 抽 
象 ,把 肖像 抽象 为 函数 上 的 点 ,两 面 镜子 抽象 为 对 称 轴 , 就 是 关于 两 线 对 称 同 题 模型 . 


Ro 


Ках), f(b+7)= f(b—z)(a# 


SUOR X: F tu 
P'ar. yE y= S OOA kVA 


O Ч у= Jr) 关于 点 对 称 或 轴 对 称 时 ,可 以 与 周期 性 互相 推 证 . 我 们 可 推广 得 
到 如 下 定理 ; 

定理 1 ЮНА Саз). (1) СОВЕТ гта 对 称 ;(2) fO mie X T 
= 对 称 ;(3) 1(z) 是 以 了 = 216 一 “| 为 一 个 周期 的 周期 函数 . 以 其 中 任 两 个 论断 为 条 
件 , 另 一 个 论断 为 结论 ,得 到 的 三 个 命题 均 为 真 命题 

定理 2 给 出 三 个 条 件 (a 关 5): (1) 7(z) 图 像 关于 点 (4， 0) 对 称 :(2) (ORRE 
点 (6.0) 对 称 ;(3) f(x) 是 以 T=215 一 a| 为 一 个 周期 的 周期 函数 . 以 其 中 任 两 个 论断 为 
条 件 . 另 一 个 论断 为 结论 .得 到 的 三 个 命题 均 为 真 命题. На Са, yo), 
Ф. у). 

EM к. 

但 一 般 地 ,函数 y= /(r) 关 于 点 对 称 、 轴 对 称 与 周期 性 ,以 其 中 任 两 个 论断 为 条 件 ， 
另 一 个 论断 为 结论 ,是 不 可 以 互相 推 证 的 . 下 面 用 两 个 反例 来 说 明 ; 

对 于 奇 琢 数 、 轴 对 称 .周期 性 三 者 之 间 的 关系 ,我 们 可 以 借助 正 至 函数 为 模型 ,并 作 
适当 改变 后 建构 两 数 、 


sinr, r€ [ 2kx 十 至，2kx 
inr, r€ [r+ r+ 


x. r€ [2in7 2+5) 
此 函数 (如 图 1 -2 - 2) 满足 关于 点 (0.0) 对 称 县 下 = 2r, 其 关于 点 (r， 0 对称, 但 关于 
直线 一 至 不 对 称 . 


对 于 侦 函 数 .点 对 称 .周期 性 三 者 之 间 的 关系 ,我 们 可 以 借助 余弦 函数 为 模型 ,并 作 
适当 改变 后 建构 函数 . 


反例 1 y=/(x) | REZ. 


|J= x€ [2kr 一 至 . 2+) 
反例 2 == A 


REZ. 


2 TE. зя 
фе € |r: 2+) 
此 函数 (如 图 1 -2 - 3) 满 足 关于 直线 一 0 对 称 且 丁 一 2r, 其 关于 直线 了 一 对 称 ,但 


关于 点 {至 ， 0) 不 对 称 . 
23 Fi 


例 6 (1998 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 若 f(x) (xzER) 是 以 2 Ж МИД ШЙ. И 
zelo t лауат м (98). (O). 7( 全) 市 小 到 大 的 排列 是 
解 ” 由 题 设 ,rER.kEZ 时 ,因为 k+ f= С), 


яп (8) (е8) 8) r) 
(B) RHE ACE) а ret. na- 


млр) (16) (13) «вр (Т) (98) (10 
说 明 CIE СЕЕ НРА B A MIKE е = E KLE LIF RO, 11 
行 比较 ,这 正体 现 了 利用 函数 单调 性 比较 大 小 的 一 般 方法 . 
木 题 也 可 用 图 像 法 解答 如 下 : и на Rl. 
Ст. 0] 上 的 图 像 与 [0. 1] 上 的 图 像 关于 mee. 4# 
又 以 2 为 周期 , 知 [ L, 0] 上 的 图 像 与 [1 . 2] 上 的 相 
IAIN 1 - 2 -4, 设 已 知 三 个 函数 值 记 为 A.B. 
亿 . 则 这 三 点 分 布 在 数值 6 的 两 侧 . 易 见 C 点 最 低 .A 
СТА 
例 7 Ш Сс АМИ R HEEN z. yA Су Се) = 


RSE) e SOD JEEP RY te 7(3 ) o: B /0) 寺 0. 求 证 函数 /(z) 的 图 像 关 于 
直线 r= ke (kE Z) i fk. 
证 明 中 考虑 到 条 件 7(5) =0 的 使 用 ,我 们 取 y 


=й. 


t (7+ $)+/(r- 


зуе ($) (+$ )=— ($) И «+ лоо = усэ, 
以 CORMAN. Н T= 2c 是 7(r) 的 一 个 周期 . 

СО уо, 2009—2700). 70)20 f 709—1. FOF РС ур 
=2f(0) + SOSO Вр Су) = /Су) Ц fU REK. СТЕ 


可 知 函数 /(z) 的 图 像 关 于 直线 r= kelk E 了 对称- 
HERR SUB су ХЕЗ REA /(0›=1.д(а) = 10430), RR 
С RE FOr у) Р Суу HACL Ф 
求证 : 两 数 FOE MRE. 
证 明 aryo RADA 700) = (0) 0B 1= 1+ g (O) Ай g(0)=0. 


Ф. 


М.Д > 
在 四 中 , 令 


=a КАФИ /(а) =0. 
0,y=a, 得 


f(=a)= f(0) f(a) +g(a)g(0)=0. 


EON. WANS уа 和 y= 一 a 得 
ау уса + RODEO. о 
уена = уса вува) (зэ. ® 
0+0% 
f(rta)t+f(r—a)=0. Ф 
在 四 中 用 十 24 В z 得 
fOr+3a) +f(rta)=0. ® 


加 一 图 得 
Cr+3a)= уа), 
即 HGr 二 4a) 一 7 
所 以 函数 /(x) 是 一 个 周期 为 4a 的 周期 函数 . 
/评析 “上面 运 用 方程 思想 探求 函数 方程 中 函数 的 周期 性 ,就 是 不 断 地 通过 变 元 代 


换 , 并 在 构造 方 各 与 解 方程 的 寺 程 中 ,全 函数 方程 中 用 攻 的 周期 性 充分 地 显 埋 出 来 ,从 机 
识别 其 " 访 山 真面目 ”. 
WE вое 
1. (2006 Fh FF Ol ЖЯ ЖАМ) o E X £ R LEHRER f(x) 满足 1 十 2) 
= — Г). f(6) 的 值 为 ‹ ) 
А. –1 В. о Cl D.2 
2. (2007 年 浙江 省 高 中 数学 竞赛 B 卷 试 题 ) 设 非常 值 函 数 SOLER E-A R E 
к.снанвахтиа ERE KE KE со 
A ямак B -AARAA MER 
(一 个 周期 为 /2 的 周期 函数 D， 一 个 周期 为 2 的 周期 要 


з. (1996 年 高 考 数 学 试题 ) 设 f(x) 是 (一 >， +оо) ERRER, faH? 


„Ф 


HOSS Н.с =. Jf(7.5) 等 于 
А. 0,5 В. 一 0.5 C. 15 
4. BR y 一 2sin(ur 十 9)(a>0，0<<9<x) 为 偶 函 数 ,该 函数 
的 部 分 图 像 如 图 1- 2-5 所 示 ,A, 忆 两 点 问 的 距离 为 4VZ, 则 该 


函数 的 一 条 对 称 轴 方 狂 为 4 
A. =Ë B х=2 
C. аа D. === 
5. Жай f(x) 对 于 rER 满足 Жк +509) = — уу, /‹999+ х= 709902), Ж 
fO 3 
молая ван B хванете 
C. ках йай% D. 不 是 奇 函数 也 不 是 偶 函 数 
6. (1992 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 讽 y 一 J(zr) 是 定义 在 及 上 的 函数 , 且 满足 下 列 基 系 : 
гао+хэ= Д0), /20—х)= — 020+), @ @ fO) E со 
及， 偶 函 数 又 是 周期 函数 B. 偶 函 数 但 不 是 周期 函数 
CC， 音 函 数 又 是 周期 函数 р. # # f fs + 1 J 9 ав 


7. (第 八 届 " 融 望 杯 "高 二 移 赛 题 )1(zr) 是 定义 在 (一 ce， 十 oo) 上 的 偶 函 数 , 且 
Таж, AILLO н/с br. 78.6) 一 

B 已 知 定义 在 R 上 的 偶 函 数 у Га) ЖА /(т)= /(2—х), Ж rE O, 1] 时 ， 
fOr)= zr: N kr KAHED /( 6 ЖЖ X A 

s GW AREER = RROD & (7) 是 定义 在 民 上 的 一 不 同期 为 2 H 
数 , 当 4E[2,3] 时 .f(x) 二 x, 则 当 zE[ 一 2, 0] 时 ,J(z) 的 解析 式 写成 分 段 函数 的 形式 
是 ,写成 统一 的 形式 是 

TO. C2007 Fir Bi $ HEEE А BIDE уолун LAFE Kt, 
Ë f(r +2) = fr) R H Оа 时 ,fcr) 一 二. 则 rlfGy=- 2 

11，(2004 年 全 国 高 中 教学 联赛 试题 ) 在 平面 直角 坐标 系 rOy Ф.а О) 
asinaz 十 cosaxta>0) 在 一 个 最 小 正 周期 长 的 区 问 上 的 图 像 与 务 数 gC) = aT FT E 
像 所 国 成 的 封 亲 园 形 的 面积 是 


12， 已 知 定义 在 只 上 的 函数 (7) 的 图 像 关于 点 (一 守 . 0) 成 中 心 对 称 , 且 席 尼 


-_ (+$). fe=D=1, fe 


GE a 


2,4 fOD + f(2) + + f C2008) t W 


是 Р 
13. 已 知 定义 在 民 上 的 偶 函 数 у=). ЮВ z 一 1 对 称 , 且 当 xE[2，3] 时 ， 

f(z)=VT, 试 给 出 函数 y 一 人 () 在 区 间 [ 一 4 4] 上 的 草图 

M. REN (7) 的 图 像 关于 两 点 Ca, Dm, MOP a 关 m) 剖 对 称 ,那么 对 于 
ЯЯ /(z) 定 义 域内 的 每 一 个 了 ,函数 值 y， 二 [x 二 2k(a 一 m)](kEZ) 构 成 的 数列 iy) 是 
等 差 数列 ,上 且 公差 是 O-n), 

15. усо ЕН ODS) #—1<г<1 а С) а. 

(D RE: 直线 r= 是 函数 y= ODER EH БАЯ. 

(2) 试 求 当 rE [1, 5] 时 ,函数 y 一 7(z) 的 解析 式 . 

(3) 着 A={zl1f(r)1>>a，rER}, 且 及 关 全, 求实 数 上 的 取 值 范围 


3 ”函数 方程 解 的 周期 性 


are IRIS 


常见 类 型 有 : 
《1) 函数 值 之 和 等 于 常数 型 
B Stat fe tb еба зе) MRK f(x) 是 周期 函数 , 且 214a 一 | 是 (x) 的 一 
MEM. 
因为 f(rta)+ +6) сь 
在 上 式 中 用 > 一 和 HR r W 
Госа В+ f=, 
MIH аа х.ар 
Уста 20+ аве 
ш f(z+2a—2b = ftr), 
所 以 fxz) 是 周期 函数 , 且 21a 一 b| 是 /(z) 的 一 个 正 周期 
《2) 函数 值 互 为 倒数 或 负 倒数 型 
1 


B fotos t Ter Tp eb) MAR у= /(z) 是 周期 函数 , 且 2la—b| fk f(x) 的 
一 个 正 周期 . 
特别 地 .着 (ta) ET MW у= /(z) 是 周期 函数 , 且 21c1 是 /x) 的 一 个 
EMM. 
сз) о tas 
O# 
fra) LEI с у, 


Cr +B) 


Re 


则 函数 у= Fr) 是 周期 函数 , 旦 1а b| /x) 的 一 个 正 周期 
特别 地 , 若 


WAR y= Лт) АЈА А.Н (|a |Ë Fz) 的 一 个 正 周期 . 
ож 


/Crt 
гаары Gb, 


则 函数 y= (x) 是 周期 函数 , 且 21a 一 6| 是 fr) 的 一 个 正 周期 . 
特别 地 , 若 


са) 


Sutani ar 


MAR у= S OMR, E 2|a | F(z) 的 一 个 正 周期 . 
®# 


саж). 


则 函数 y= f(z) 是 周期 函数 , 且 21a~ ble 7(z) 的 一 个 止 周期 .， 
特 出 地 , 若 


LD+L 


гаж" 


则 函数 у= Сс EIN. 21a| 是 /(z) 的 一 个 正 周期 . 


(у шш 


例 1 函数 f(z) 的 定义 域 为 R, 对 任意 的 zxE( 一 ~… оо) frt fC, 
数 F(x) =/(xz) 一 是 稍为 周期 函数 ,为 什么 ? 

й 由 /Cz 十 1) f(z) 二 1, 使 我 们 感到 问题 必 与 F(z 二 1) 有关. F+ = 
+ Д fF С RA ЕСФ = С +1 +0 = 
Jr 一 rz 一 ECr). 所 以 FOO EVA 1 为 周期 的 周期 函数 . 

RA 本题 的 结论 实际 上 给 出 了 质数 方程 /(z 十 1 一 了 (7) 二 1 的 通 解 : 


Ус = Есу + 
29 E 


其 中 F(z) 是 以 1 为 周期 的 任 一 周期 函数 . 

W2 HER OWELA RARE SH+ =a, f 二 0, 其 中 人 
为 常数 , 试 判 断 方程 FO) =0 在 (一 3, 7) 内 至 少 有 几 个 根 . 

分 析 从 抽象 等 式 中 获取 新 等 式 ,探究 /(z) 的 周期 性 . 

解 ESDH 一 “中 ,将 rz 用 天 十 2 代 苦 ,得 /Cr 十 2) 十 /rz 十 人) 一 

所 以 J) = SaD AA K УС) 的 一 个 周期 .于 是 С) = f(1) = 0,1(3 
f(D == f(D) = 0,/‹4) = /00) 一 0 所 以 -1 0.1. 3.4,5 是 方程 fly) = 0 在 
сз.) 内 的 6 4-8. 

另 一 方面 ,/( 一 2) = f 
RSO = /2+4› = f(2 
+m. 

因此 方程 Jz) = 0 在 (一 3,7) 内 至 少 有 9 HN. 

-评析 “水 由利 用 函数 的 周期 性 和 奇偶 性 灵活 冉 信 ,从 而 快速 解决 问题 ， 

例 3 函数 /7) 的 定义 域 为 R, 对 任意 的 r€ R,J(z) 天 一 1.0. 且 对 任意 的 了 .yE 有 R， 


1 一 四 = 一 于 和 人. 请问，/C) 是 周期 函数 吗 ? 为 什么 ? 


HD = f(2) 一 一 大 一 2), 所 以 太一 2) = 0,7(2) = 0. 
0. 所 以 一 2, 2, 6 也 是 方程 f(r) = 0 在 (一 3. D 内 的 3 


1(0) 


ло =— oy: 


y 1.8 /(0) 一 一 2. 
FF a Ў pü 
жй IO = r Mri — I 
人 一 2， -s2 it y A 
ню, 2.919 = TE fO" 2. 7(2) = 一 2. 


按 上 述 方法 可 陆续 得 (3 уа ` 测 /(z) 有 两 种 可 能 ，(1) fr) 
的 一 个 周期 为 1:(2) FCD 既是 常数 函数 义 是 周期 函数 . 猜测 (2) 的 证 明 不 易 , 先 试 证 猜 
MCD: 


2 осо 0 dia 
以 >=1 代 入 四. 有 tr-D = гр и 2, 即 有 /Cr 一 1) = 


< LR f+ = fO. fz) 是 一 个 周期 为 


کے ب 
IOD‏ 


= fOr = ar = 


1088368 8. 

说 明 周期 函数 的 定义 式 fOr + T)= fkzr), 它 所 反映 的 函数 值 周而复始 重复 时 现 的 
周期 特征 , 必 能 从 它 的 一 些 特定 的 丽 数 什 上 呈现 出 来. 根据 本 例 所 给 的 条 件 , 求 出 自 变 员 
地 一 系列 特 原 的 值 时 ,对 应 的 两 数值 呈现 出 在 一 个 周 定 的 间隔 内 重复 出 现 的 周期 特征 . 
就 可 依 此 猪 铀 出 函数 的 一 个 周期 .这 是 本 题 获 解 的 关键 . 留 下 的 只 需 肯 证 明 这 个 猜测 的 
正确 性 即 可 . 

例 4 函数 Fz) 的 定义 域 为 有 .对 任意 a. BER. /(а+ 0+ ба) = 
2f f(0. REFE сов (F) оак, лоо ва о FIRE RUYE 


个 周期 :车 不 是 ,请 说 明理 由 . 
分 析 h fta+ 龟 十 Fe 一 们 一 21(e)700) 的 外 形 结构 ,联想 和 差 化 积 公式 cos(a 十 B) 


0. 这 样 可 以 假定 y= coss 是 7(z) 的 一 个 原型 ,而 
y 一 ecoxz 的 最 小 正 周期 是 2x* 由 此 猪 想 f(z) 是 以 2e 为 周期 的 周期 博 数 . 

要 证 明 2e 为 /(z) 的 一 个 周期 , 则 只 需 证 明 fC +2 FCD. 而 出 已 知 条 件 了 (号 ) 
ноар уа в 2а) + За АЕ AIS a, 6 的 值 .使 得 条 件 等 式 中 
MA (у) J. 


+eos(a— f) = 2eoraconê. Н. cos $ 


W а= 


ГСВ ft +20 = / 
所 以 /Cr + 20) = fe. 
即 Уса) 是 以 Ze 为 周期 的 周期 函数 . 
说 明 有 些 命题 , 当 解 题 思路 不 明确 时 通过 观察 .联想 ,特殊 探 路 ,寻求 一 般 结 
构 等 进行 探索 . 而 寻找 原型 不 失 为 一 种 有 效 的 方法 .往往 能 使 我 们 迅速 找到 求解 某 些 函 
数 方程 问题 的 中 路 . 


常见 的 抽象 丽 数 的 原型 还 有 : 满足 条 件 fry) = С fM үгез = 


SOWAN DAY — 1 ЈА logri AERE ЛО у) = Со Су В Се у) = 
FD 一 fy) 的 函数 Сг Ва — THRE kr iÑ R Е ГО у) = fG * f(y) 和 f(x 一 y) 


b= SABA a+ + fla =) = FDTD I fr +e) = 


+0 + == fr +e = fn. 


ERN /() 的 一 个 原型 是 ws 等 等 
例 5 BRAO n m 是 正 整数 ,其 加 之 4.m 关 24, 则 由 方程 
ТАУ уса) =2сох Ef сз) сю 


给 出 的 函数 /(z) ,是 以 mx 为 周期 的 函数 . 
ШЙ Фа 一 cos E + isin ZE, 


p= cos BEE — isin Pm, 
= 2пк š - 
则 @+В= 2cos EE, ой = 1, a = م‎ 


CO 式 可 改写 为 
fr + одра =) = (+B fe. 


于 是 有 
fr + оуд = ÅS аб 01. Ф 
f(z +A) = Bf Gy) = a[ fer) — ff (r — 1. ° 
由 加 可 得 
Дх+ (m+ ОА] асо +m) 
= Bf + mà) —af[z + От —1)А]} 
= р. PU [r+ (т — )А]—о/[х+ (m —23А]} 
= [fr + 2) — ef (r +201] 
ШС +0 абсо) 
所 以 Дх + (m+ ОА) агт) = fir +A) —af Gr), ° 
同 理 , 由 @ 可 得 
fir + (m+ DA] ВРС + тй) = fear + 2) — Bf Сл). Ф 
O-O 
B-fit) = (8—а)/(х). ® 
Мут n, B m 2л. a — B = 2isin E о, 


Жн O Стд) = f(r). 

根据 周期 函数 定义 , 知 FCD 以 тд 为 周期 . 

说 明 ”由 本 题 结论 ,可 得 一 系列 周期 函数 

1. # fO) 的 定义 域 是 全 体 实数 .已 知 f(r + 1) + fer — 1) = Ef). 

则 FCD 以 8 为 周期 .((*) 式 中 取 2 1. m 8, n — D. 

2. 设 > € RR, 且 对 任意 + 有 f(z 十 2009) + f(z 十 2007) = f(r + 2008,9 FC 以 


ў. 


6 为 周期 .((* ) 式 中 取 2 = 1, m = 6, n = 1. ЁЁ GHDH fGr — 1) = f(z) 的 函 
Ж f(z) 以 6 为 周期 ,以 十 2008 Едо z BPE). 
3. 在 数列 1zx,) 中 . 若 存在 正 整数 m, 使 当 丰 为 任何 正 整数 时 .都 有 


PRE i 
ж + zas = 2eos FR eras 


成 立 , 则 z... = z. HEE € N° 都 成 立 . 
EM ”满足 方程 


fO) + f(r + 2m) = 2cos Ža F(x +m) 


的 两 数 /(z)，, 易 知 是 以 7m 为 周期 的 周期 函数 . 
Ф) = Ck E N"), 立 即 得 到 
= fn+ Tm = fo) 


- 般 地 ,由 递 推 式 


ан, Баг, = Zeon 2а (mk € № m > 


给 出 的 数列 (a,) ,以 mk ЖИЙ. 
4. FF gC) 是 正 值 函数 , 且 对 任意 常数 天 0. f 
дА А) = СаСО (н.т Є № m > n, B m 2n), (« 0) 


则 к\т) 是 以 mà 为 周期 的 周期 函数 
证 明 EO *) 式 两 边 取 对 数 ,并 令 f(x) = lgg(z) 得 


Jr +4) + (ж 20) = 2cos 


HAN 5 结论 ,f(x) 是 以 mà 为 周期 的 函数 , 故 g(x) 也 是 以 mà 为 周期 的 函数 
特例 设 定义 在 实数 集 上 的 函数 /Cr 的 值 城 在 正 数 集 内 , 且 满 足 条 件 


Lat Dfa Dd = [уст] 
则 f(x) 是 周期 函数 .以 10 为 周期 
证 明 MAREO ) 型 ,这 里 A = 1,2co: 


2an 


= OS + D.M cos 


O54 D = cos TE. Жл = 1, = 10. 由 前 面 结论 知 (zx) 以 10 为 周期 


(m > пот 2n, туп € №) 的 正 数列 (a.} 以 am 为 周期 - 
例 6 求 所 有 的 函数 /: RR 使 得 


fÜ/e+y]= fet —y)+4fGDy Ф 
对 所 有 +，yE R 成 立 . 
8 BR OSR f(z) 一 忆 篆 为 上 述 方程 四 的 解 .我 们 来 证 明 除 它们 外 没有 其 
他 的 解 、 
Ша. (aya. 
EDHI у 


Усю s (— fGo)=o. ° 
MF Са) аг ЯНЕ f(a) =0, R af W. азо а? =0= f(a) 5 a 的 定义 相 违 ). 
于 是 我 们 得 到 ,对 任意 r, 要 么 /(7)=0, 要 么 fO =m. 
EDPS r=0.fi 
/0) =0, 
EDHE ro. 有 
f= Jt 
EDPS rsa. Жу HR y.i 
feat+yy= f= f. 
为 周期 ,进而 我 们 有 
со] Усю ат] fet =a) +4 f(a. Ф 


ЖЕЖ Да" 
Л 
EDHE > 一 0, 有 


SIES. 

利用 /Cr) 的 周期 性 ,得 
Исо] аә. 

由 国 可 得 

Afer) * at =0, 
所 以 Ar) 一 0( 因 为 天 0). 
也 就 是 说 ,车 fO MZH fE 成 立 . 因此 结论 成 立 - 
说 明 ”本 题 求解 过 程 利用 了 函数 方程 中 隐 含 的 解 的 周期 性 
在 初等 数学 和 高 等 数学 中 ,用 函数 方程 来 刻画 函数 的 性 质 是 常 有 的 事情 ,处 理 竞赛 


Pe- 


中 满足 函数 方程 的 函数 周期 性 问题 需 借助 于 巧妙 的 代 换 - 
例 7 已 知 常数 “二 0, 使 得 函数 /(z) 对 任意 实数 都 有 f(x) 十 /(r+a) 十 
соата) =l R: /Cr) 是 否 为 周期 函数 ? 
分 析 BEP ARS ORREN RARS /(x) 和 f(z 十 a) 的 关系 式 ,因此 ， 
为 了 判断 /() 是 否 为 周期 两 数 .除了 依据 周期 函数 的 定义 外 ,很 难 找到 别 的 路 径 . ЭШЕ. 
应 设法 判断 是 天 存在 常数 T 二 0, 使 fr + T= f(z) 对 任意 实数 x 都 成 立 . 在 已 知 条 件 中 
以 T+a 替换 ,可 得 
feta) + + ау ferta) +04) =1. 
减 去 题 设 式 子 .整理 得 
ГУС ау ус1[1+/‹т+а›]—0. 
如 能 证 明 1 十 Сга) 920, Ерй} fer) АИ T= 2а 的 周期 函数 . 
解 在 题 设 下 ,对 任意 实数 r BH (r) — 1. ñ W. tn Я 
/m0 二 一 1, 则 出 题 设 知 
Го pert tf fr а. 
得 一 1 一 1, 与 实数 性 质 镍 盾 . 
依 设 ,任意 实数 .有 
fO) асау ауса) 
сау + firt 2а) + frtaf rt2a) =1, 


ко. 


СЯ [f= fer 2) + fer t ay)=o0. 
由 前 面 所 证 ,可 知 Cr+ a) — 1. 1F fera) 20. ti 
ао fer+2ay=0, 
即 对 任意 实数 ,都 有 
Га) = ую, 

根据 定义 得 函数 /(z) 是 周期 函数 . 它 有 周期 T= 2a. 

说 明 本 例 解 答 中 开头 一 段 用 反 证 法 证 明 的 论断 是 解答 本 题 的 基础 ,论断 的 提出 和 
证 明 . 来 源 于 对 题目 的 认真 审读 和 思考 ,所 依靠 的 是 对 函数 概念 及 其 符号 表示 的 熟练 掌 
W. 全 题 的 讨论 ,应 突出 > 的 任意 性 . 

例 8 对 于 函数 ftz), 若 存在 两 组 实数 a. bı saz, ba, +b, Aus +b) ,使 得 对 函数 


定义 域内 的 任意 +, 都 有 


(D fla +з fih ә) flas tn У). 


或 

D ал) Ы). fa, tr) = f(by— т), 
则 FCD MRR, E | Cas +b) — Са, br) | RR ERM. 

证 明 (D /[7+(а:+Ь,)—(а,+Ь,)]= fla: Hata 60) 
fü: — (z+by—a 60] 
[a +02007 
Jl —(—r+b)] 

uy: 

FIM. а +Ь,)— а +b, со. 
所 以 /(z) 为 周期 函数 ,| Са, +5, )— Са, +, HI EMM. 
(2) [+ Са Б) ta ФБ] а + —а,—Ь)] 
一 /[ 各 一 Cr 十 各 一 ai 一 条 
—Да+(—х+һ,)] 

= Jh C r+b5] 

=e. 

MA, Cr+ ба +b) Car +b)]= f(D. 

所 以 /(x) 是 周期 函数 ,Cai 十 如) 一 Ca 十 bh )| 为 其 一 正 周 期 . 

说 明 ТАСОВ ИУ С. Ca. b), С. Саг, 加) 的 广义 偶 函 数 ,满足 (2) 的 
函数 则 称 为 关于 b,、〖: 的 广义 奇 函 数 . 


Е BONS 


1. (2006 年 高 考 教学 (安徽 理科 ) 试 题 ) 函 数 СОТ Ж r ЖЕ ЕИ /(х+2)= 


Fa Ë SDSS N /[/(5)] 的 使 为 ‹ ) 


А. =5 B5 с. – 


1 
D. + 


2 设 Гохе нав. леж тев. вж / (+S T+ 
IOTTA у) =, /(2007) 的 值 为 ©’ 
A. -1 Bl C. 2007 о 4 


3. (2005 年 湖南 省 竞赛 题 ) 对 于 ERBE f(z 二 2) 十 f(z 一 2) 一 /(r), 则 它 是 周期 


函数 ,函数 的 一 个 周期 是 € y 
A.4 вв С. в D. 12 

4. (2007 年 江西 省 高 考题 ) 设 函数 ODOR R EDS жЕ Т ЯЕ, МЕА 

УГО) r=5 Ë 81 8 Bh = 5 4 


ا 
A -$ в.о‏ 


5. (2007 年 安徽 省 高 考题 ) 定 义 在 及 上 的 函数 f(z) 既 是 奇 函数 ,又 是 周期 函数 ，T 
是 它 的 一 个 正 周 其 .着 将 方程 /7) 一 0 КИСТ. TIE ARH A KIA nM n 
能 为 со 
А. 0 B. 1 C3 D. 5 
6. 已 知 J(z) 是 定义 在 民 上 的 函数 , 且 对 任意 的 +，yER, 有 f(r)+ f(y) = 
(P(A). (к) оа FOREN о, й Оо, FCD HRM 
函数 , 它 的 一 个 正 周期 为 ‹ › 
z 


x 3 
А BF c. qz D. x 


D. 5 


7. 函数 UDB XY В. НЕ ЖЕ r€ R Д уто, га f(r). 


7) 为 用 期 函数 , 则 它 的 一 个 正 周期 为 

в. e уох Май. 
9997, /(2009) 的 值 为 

9. EMRE RERRDE N MA T HER CORE /1 十 z) 一 J(1 一 x) 和 
(48+) 一 了 (8 一 z), 则 本 的 最 大 全 是 à 

10. HER z€ R. # f(z) 满足 关系 式 уох + 2008) = fr +2007)+ 024-2009), 
п fO =l 57027 015.9 fC2007) 的 值 是 

П. 已 知 函 数 f(x) 的 定义 起 为 展 ,对 任意 实数 , 恒 有 О) = 30И 
Fot fU ОЖ f(2) +--+ /6100) = 

12. жаң онха вава. я лау AGS осону 
W 7(z) 的 周期 性 为 

аз. EN: 对 于 函数 7(z) ,着 存在 两 组 实数 oj， bsar, b: Ca, tb Za 十 名) 使得 对 


函数 定义 域内 的 任意 ,都 有 
37 a 


满足 /(z 十 2)[1 一 f(z)] 一 1 十 Crz)，A(G1) 一 


fla += — f(b =. fas + z= уа) 


| 则 f(z) 为 周期 画 数 , 且 21Cas 二 bs) 一 Ca 二 bi) | 为 英 一 正 周期 
14. 已 知 rE 有 va 为 常数 , 且 f(x 十 a) mg, f(x) 是 不 是 周期 本 数 ? FE. 


Ife’ 
求 出 一 个 周期 ;车 不 是 ,说 明理 由 . 
15. 设 了 是 一 个 从 实数 集 R 映射 到 自身 的 函数 .并 且 对 任何 гєн, Ж | /(л)|<1. 


ий (х++5)+/сю=/(х+1)+у(т++). 求证 ; ложа Ев 
жк син гєн, +о=/сйХ. 


„йы 
а 周期 函数 的 最 小 正 周期 
тоа 


1 求 函 数 最 小 正 周期 的 基本 方法 


еб ЕЕ 


求 周期 丽 数 的 最 小 正 周 期 的 基本 方法 有 ; AEA AR B ORE OR Fk 
等 ,下 面 逐 个 举例 说 明 


(1) 定义 法 

如 果 对 于 定义 域内 的 任 一 自 变 后 .都 存在 非 零 高 数 械 ,使 УОТ) = ЛС Уг. 
NBA T HAR /47) 的 一 个 周期 . 通常 我 们 求 周 期 是 求 它 的 最 小 正 周期 . 

例 1 根据 周期 两 数 的 定义 求 下 列 函 数 的 最 小 正 周期 : 


(D F= tsinr| + leosrl s 


D ft: 


解 (LU FBIM A CIE AN T HEEE ER SURE E A H E т 6938 e. ОАТ 
是 要 找到 -个 最 小 正 数 .对 于 函数 定义 域内 的 每 一 个 值 都 能 使 /(r+ T) = SAOR. 


$ 


EDEUFKTWIKUETEUGSIN 

设 最 小 止 周期 为 T. 则 对 -- 切 ER, 有 |sin(z 十 T)1 十 |cos(z 十 T)1 = |sinr| + 
|eosz| , $ r=0 时 有 1sinT| 十 |eosTi=1. 两 边 平方 得 |xin2T1 一 0. 所 以 T= 
чтение |ыа(х+ $) | + [eos (r+ $) | соке +151. ж—% 


(REZ, 


可 用 反 证 法 证 明 Fr) 的 最 小 正 周期 为 至 


(2) 根据 周期 琴 数 的 定义 ,就 是 要 找到 一 个 最 小 正 数 了 ,对 于 十 数 定义 域内 的 每 一 个 
x MBEE С DS Fr) 恒 成 立 . 同 时 考虑 到 正切 函数 y= tan 的 周期 是 x. 


MF таа =n (+r) =n Z (z+ 38). 


ш (r+ 3F) =n 2.0635 


соно. 也 可 以 验证 至 是 符合 条 件 的 最 小 


正 数 , 所 以 函数 y— un ERRUER. 


说 明 ”利用 定义 是 求 郴 数 周期 的 重要 方 
(1) 公式 法 


我 们 已 经 知道 ， 函数 y= Asinfwzr 十 g)(e 天 0) 的 最 小 正 周期 是 世 у= Асоба р) 


的 最 小 正 周期 也 是 并, 丽 数 y 一 Atan(wr 二 gp) 的 最 小 正 周 期 是 -|. 因此 对 能 化 为 类 似 于 
这 种 三 角 函数 形式 的 , 均 可 考 虚 利 用 公式 来 求 它们 的 最 小 正 周期 .请 看 以 下 例题 . 


例 2 (2005 年 江西 高 考题 ) 已 知 疝 其 a 一 (zeos 玛 ,an{( 到 + 至 )) è = 


(Esin (和 二 于) ,an( 坦 一 至 )), 令 сота b. RAR 7(zr) 的 最 大 值 . 最 小 正 周期 ,并 


чї CDE. | ti mape. 


分 析 求解 此 例 的 关键 是 将 表达 式 化 为 以 上 所 列 的 简单 三 角 函 数 形式 之 一 . 根据 本 
例 的 结构 特征 ,考虑 复 角 化 单 角 .正切 化 正 余 艾 的 思想 方法 . 


M баво а) ан (9 


=2 eos £ (2, КЮ 


nin 


=2 5 


з. 


соз F +2eos 3-1 


=sinr+cosr 


(+). 


所 以 {Сй НА ЭР2 BEI 2ке [о. лоне, [F.E Lm 
шм. 

说 明 ЗЕТ КЛА, ERWAN ГС) 一 Asin(wr 十 g) (7E M) 
тийш. ® ЗЕ ШИ. 

O 当 M 是 有 限 区 间 , 如 [0,3x] 时 ,/(z) 星 然 不 是 周期 两 数 ,因为 周期 函数 的 定义 域 
至少 一 映 应 是 无 界 的 . 

O 当 M 是 无 限 区 间 时 ,7(z) 也 不 一 定 是 周期 函数 ,如 。 

Хо) =sinr, r€ M. M= {x| + n€ N) ,原因 是 M 不 是 周期 域 . 

O 当 M 是 周期 域 时 ,7(z) 也 不 一 定 是 周期 函数 ,如 ， 

fGr)=snr.r€ M( >Z) 

14D 一 sinz ORI MIN T, = 2r，M 一 的 周期 是 T, = 1. 而 T /T, = 2x( 无 理 

数 ) ,由 于 它们 不 合拍 ,所 以 fcz) 一 定 不 是 周期 函数 . 


ФИ Asinlwr Hp) (r€ RD HA Rk DIE ЮИ Ti = TT M 的 最 小 正 周期 是 ， 


2x 是 有 理 数 时 .J(z)= Asintwr +g) (rE МУЖ Ий Ж.Т, ‚Т. 的 最 小 公信 


Т; 
数 是 /(z) 的 一 个 周期 . 

(E) 图 像 法 

有 些 函 数 周 期 不 是 很 容易 看 出 来 , 却 又 不 具备 使 用 公式 的 条 件 , 若 利 用 定义 求 其 周 
期 又 比较 麻烦 ,此 时 不 妨 考虑 利用 图 像 (不 一 定 要 画 出 ?来 求 周期 . 

#3 函数 /(x) 定 义 在 实数 集 上 , 且 对 一 切实 数 满足 等 
/07+ 三 /(7 一 ), 设 r=0 是 f(x)=0 的 一 个 根 , 记 /(z) 
中 的 根 的 个 数 为 N, 求 N 的 最 小 值 . 

МОН) /(2—х).и] IRE у= f(z) 的 图 
像 关 于 直线 r=2 对 称 ,而 了 =0 是 f(r) =0 的 一 个 根 ， 
故 z=4 也 是 F(z) 的 一 个 根 - 又 由 /(7+х)=— /(7— z), 
可 知 函 数 > 一 7(zr) 的 图 像 关 于 直线 对 称 , 故 z 一 10 
也 是 方程 f(x) =O 的 根 . 这 样 在 区 间 [2, ?7] 至 少 有 一 个 
根 z=4. 假若 f(z) 在 区 间 [2. 7] 的 图 像 是 如 疼 
2 - 1- 1 所 示 的 一 条 曲线 段 , 则 根据 函数 >= /(z) 的 图 像 


(2 十 z) 一 A(2 一 z) 和 
{EX fê] — 100021000 


关于 直线 r=2 及 直线 + 一 7 对 称 , 可 得 到 函数 y 一 f(r) 在 区 同 [一 3. 21Ж[7. 12] 的 网 
像 .由 此 可 进一步 推 知 , 丽 数 /C7) 的 辐 像 具有 周期 性 ,其 周期 为 10, 且 在 一 个 周期 内 
方程 J(2) =o 至 少 有 2 个 根 ,区 间 [ 一 1000. +1000] 是 f(x) 的 200 个 周期 ,因此 在 区 间 
[= 1000. +1000]. f(r) =0 E pF 1+200х2= 401 个 根 . 

说 明 此 例 也 可 根据 已 知 条 件 与 周期 性 定义 推出 函数 y= /zy 的 周期 ,进而 求 得 广 
程 T(r)=0 根 的 最 少 个 数 ， 

яз RRN 一 |2xin (r+) +1| 的 最 小 正 周期. 


分 析 从 给 出 的 汕 数 式 结构 特征 上 看 .其 周期 不 很 明了 ,甚至 可 能 产生 误解 , 若 用 特 
殊 值 去 检验 又 觉得 难以 确定 ,然而 此 蚂 数 的 疼 像 却 是 比较 容易 两 出 来 的 . 像 这 种 两 数 求 
周期 还 昆 图 像 法 更 为 准确 ,简便 . 


М ут 2sin{z 十 可) 十 1 | 的 图 像 可 经 过 如 下 变换 得 到 ， 先 将 丽 数 ysinr 的 


几 像 向 左 平移 子 个 单位 .再 将 曲线 上 所 有 点 的 纵 坐 标 伸 长 


到 原来 的 2 倍 ( 横 坐 标 不 变 ), 然 后 将 所 得 闭 像 网 上 平移 1 
个 单位 ,最 后 把 在 工 轴 下 方 的 图 像 浴 上 轴 反 折 到 > 轴 上 
方 . 图 像 如 图 2 - 1 -2 тл, NE FE В FT HX FF бо а z> 
周期 为 2r. 

(F) 检验 法 

若 已 知 两 数 /(z) 的 正 周期 的 一 个 范围 , 则 可 逐个 从 小 到 大 代入 已 知 函 数 进行 检验 ， 
所 得 最 小 的 正则 期 即 为 所 求 .这 -方法 特别 适用 于 解 某 些 选择 题 . 下 面 几 题 就 是 用 这 一 
方法 求解 的 

#5 (第 15 BERR GEED RR /(7) 三 1tan27| 的 最 小 正 周期 是 С ) 


А. 2n B. x © 


p. $ 
解 TRER S OAIN ISE RAE EE rH FOr T)= ус) 
立 , 即 
luan2(r 十 TD1 一 |tan2rl ° 
由 于 要 求 的 是 两 数 /(7) 的 最 小 正 周期 . 且 四 个 选择 支 中 已 限定 最 小 正 周期 的 取 值 
范围 2r,x, 委 .至 之 一 .我 们 可 按照 从 小 到 大 次 序 代 人 中 中 检验 : 


чта. 


Fo 


ЕЛЕСТЕТУ 


+= E.M ЖЕ ONAM. 


м T= FR ORB | tan2 (7+3) 


4z) 最 小 的 正 周期 , 故 选 C. 

уйш 函数 的 周期 性 问题 .是 中 学 数学 中 的 重要 内 容 ,每 年 的 高 考 和 数学 竞赛 中 都 
有 大 量 的 此 类 试题 出 现 . 但 如 何 根据 已 知 函 数 的 特 声 ,寻找 求 其 最 小 正 周期 的 简便 方法 ， 
则 是 一 个 难点。 

思考 ”从 本 是 结论 可 见 : 一 个 两 数 加 绝对 值 后 ,其 最 小 正 周期 可 能 与 原 两 数 相同 . 那 
ی‎ aku л 期 都 与 原 两 数 相同 呢 ? 
ж. 

со шаш (e= sinr|, 它 的 最 小 正 周期 * AR x C7) = sinr 的 最 小 正 周期 
2r 的 一 半 。 

(2) rz)=sin|zl 是 非 周期 函数 ,但 17(z)1 一 1xinr| 的 最 小 正 周期 为 


Qy натина роо (йлн чины ро 


( 当 工 是 无 理 数 时 ) 
呈 周 期 函数 ,但 没有 最 小 正 周期 
央 此 ,一 个 函数 加 绝对 值 后 函数 周期 性 的 变 
化 .应 根据 具体 情况 进行 分 析 . 
此 题 也 可 用 如 下 的 图 像 法 求解 
解 ”作出 函数 的 大 致 图 像 , 如 图 2- 1 


它 的 坡 小 正 周期 是 3. 故 先 c. 


(у) 恒 等 变 换 法 
例 6 求 下 列 丙 数 的 最 小 正 周 期 : 


(Q) y = cos'r + sint x: 


tan2r| 


tan27| 恒 成 立 ,因此 至 是 


(2) у = 2coxrsin[z + $ )- 

分 析 “这 两 个 丽 数 式 中 和 差 积 均 有 .不 能 直接 利用 公式 .利用 定义 也 较 困难 . 过 到 这 
样 的 问题 ,首先 要 经 过 便 等 变形 ,将 已 知 函数 尽量 化 为 只 含有 一 个 三 角 函 数 的 式 子 , 然 后 
利用 公式 求 最 小 正 周期 . 


# Cl) y= Ccos'r- кїлї) — 2007 іп? 


эп? + sinr + солт. 


ملا 
gin 2x‏ = 


„Ф 


故 最 小 正 周 期 T= 


(D y =2conr (Fsinr+t eo (sinî r+sinzeonr 


=зїп2х + 3cos2. 


故 最 小 正 周期 T— x. 


sinz 十 sin3 工 


例 7 函数 f(r 的 最 小 正 周期 是 ‹ ) 
A. т В. ж с. а D. 2x 

w nx x шам, 

所 以 Jr) 一 tan2z. 


XIN an2z 的 最 小 正 周期 为 于 ,所 以 选 A. 
解答 错 了 ! 错 在 哪里 ? 
тй 容易 否定 至 是 /(:) 的 最 小 正 周期 . 因为 若 到 是 (x) 的 最 小 正 周期 , 则 根据 用 


期 函数 的 定义 , 知 /(х+ $ )= eos /( 才 定义 域内 的 任意 一 个 部 成 立 .x 一 0 在 定义 


城内 ,但 0 二 子 一 至 却 不 在 定义 城内 ,更 谈 不 上 (5) от. 因此 子 不 是 函数 的 最 小 


正 周期 ,问题 出 在 哪里 呢 ? 出 在 函数 ус) = “= sinir 


十 cosS7 


与 g(x)=tan2x 不 是 同一 个 函 


数 ! 因为 它们 的 定义 域 不 相同 (7(z) 的 定义 域 为 1z|E 肌 , 且 хл тт, 


BE ZI ,而 wz) 的 定义 域 为 1z1zrE R.Br f + EZD. 因此 ,不 能 根据 g(x) 一 


tan2z 的 周期 来 确定 /(z) 的 周期 . 由 于 这 类 题目 用 其 他 方法 较 难 求解 ,我 们 可 以 借助 图 
像 来 解答 . 


解 可 求 得 /(х)=аап2л(тЄН.Н зева АТ 


证 二 "EZD), 如 图 2-1-4. 作 


出 此 示 数 的 图 像 ,从 图 像 可 以 看 出 ,函数 的 最 小 正 周期 为 x( 如 从 一 到 到 部 的 一 段 图 像 即 


€>. 


区 间 长 度 为 一 个 周期 = 上 的 一 段 图 像 )- 


(W) 求 导 法 
根据 周期 函数 定义 ,f(r 二 了 二/(7) 对 7(z) 定 义 域内 任 一 了 成 立 ,通过 对 УСС T) 
/(z) 两 边 求 导 , 求 得 最 小 正 周期 的 方法 称 为 求 导 法 ， 
@8 фу) = asine +0) KR aw, 天 00 = 1, 2),Н | ш |Z | m1, 则 当 
f = mG) + gol MRO Фф {= = 有 理 数 。 


证 明 ”在 等 式 Fr+ T) = /(7), 即 


gir + Т) + gar Т) = gilar) + g(r), Ф 
两 边关 于 工 求 导 两 次 得 
(aj gi lr + T) + (— abg (r + T) = С аду Gr) + Са Ds Gr, Ф 


HT | w | 天 | w |. СО .四 容易 得 到 
СТ) = (а), g(r+T) = (а), 
Jk i к. CD одело 有 公共 周期 , 故 存在 mn.m € N° ,有 


Taner me 


Д 或 一 于 (有 理 数 )， 


/评析 一 般 地 ,用 求 导 法 可 以 证 明 ， & o Z wi £ j) RÊ = HH Ra, #0 


<" м. шыг +p 的 最 小 王 周 期 为 | 2 E e 的 最 小 公 


m. 


W воша 


1. (2007 年 全 国 高 中 数学 联赛 江苏 骞 区 初赛 试题 ) 已 Ый f > 一 sin*T, 则 该 函数 


А. ARDER 2x B， 有 最 小 正 周期 x 


(CC 有 最 小 正 周期 于 D. 无 最 小 正 周 期 
2. BK > 一 sinz{1+tanztan 子 ) 的 最 小 正 周期 为 € › 
А х B. 2x с p. 2 


3. (2004 天 津 市 高 考 理科 试题 ) 函 数 y 一 sin'r 十 cos'x 的 最 小 正 周期 为 ‹ Д 


Ат в} D. 2x 
全 《第 ?7 届 " 锅 望 杯 "高 二 竞赛 题 ) 若 函数 ?一 |sin (wr 十 村) 一 1 | 的 最 小 正 周期 是 至， 
那么 正教 外 的 值 是 єз 
А. в B 4 cè D. 1 
5. (第 了 ATR RRR- ЖН 8 у= sinr] coar 的 最 小 正 周期 是 ©’ 
A. 2r B. к ce. + D. 不 存在 


6. OBO BEREH" 高 二 竞赛 题 ) TTT, PHREEK un | соке |, 


ма + cos Z) 的 最 小 正 周期 ,那么 ©’ 


A. T, <T, < T, В. T, <T,<T, 
T, <T, D. T, <T,<T, 
5 表示 周期 函数 y 二 /[(x) 的 变化 规律 ,由 


1. 图 2 
图 像 可 以 观察 出 FCD 的 最 小 正 周期 是 
8. (2007 年 上 海 市 高 考题 ) 函数 ?一 sin r+ T) sinf = 36 


+) 的 最 小 正 周期 为 А "зз 


9. Ж JUD = ST 的 最 小 正 周期 为 


Fsinr 


10. C2001 年 高考 全 国 着 试题 ) & усл) сок sini reo yy gf j E 


年 湖北 高 考题 ) 函数 y 一 | sinr | cosr 一 1 的 最 小 正 周期 与 最 大 值 的 和 为 


ЕЕРЕЕ НЕ 
ойг sinî 的 最 小 正 周期 为 
13, 已 知 函数 fC) = sin(z+ $) sin(z— Z }+ сох +ala € В.а 为 常数 )， 


CD REBER Ло 的 最 小 正 局 期. 
(H) f(z) 的 最 大 值 为 1, 求 a 的 全 


D жге [一 到, 至] 时 ,fx) a.m 1.4% a mt. 


12. йй ус = 


M. аяа о = s (Ë + E) о), 


CD 写 出 FO ИКИ М.А m 5 RK ЕЙТ: 

(2) 试 求 最 小 正 整数 人 ,使 得 当 自 变量 了 在 任意 两 个 整数 间 ( 包 括 整数 水 身 ) 变化 时 ， 
函数 fO) 至 少 有 一 个 值 是 M, 另 一 个 值 是 т. 

15，( 第 12 届 " 硕 望 杯 "高 一 竟 赛 题 ) 已 知 函数 y 一 7(z) 是 定义 在 只 上 的 最 小 正 周期 
T=5 的 函数 ,在 [0,1] 上 是 一 次 西 教 .在 [一 1.1] 上 图 像 关于 原点 对 称 ,在 [1,4] 上 为 二 
жав. ВЕ =2 时 函数 取得 最 小 值 一 5. UR усов. 


2 ， 求 函数 最 小 正 周期 的 特殊 方法 


аә ЕЙ 


求 函 数 最 小 正 周 期 的 特殊 方法 .常用 的 有 : 等 周期 法 猜想 证 明 法 .结构 类 比 法 ,单位 
圆 法 ,奇偶 函数 法 、 最 小 公 倍数 法 ,极限 法 等 . 


КО, 


(Т) 等 周期 法 
埋 论 依据 是 ， 若 对 于 任意 的 r€ М.Я 


grt T) = kr)esftr 十 T) = fir), 


Hñ JOD € M) 的 最 小 正 周期 为 工 , 则 两 数 (DC € M) 的 最 小 正 周期 也 
ят. 


#1 RRR fC) 


的 最 小 正剧 期 T. 


3sinr 一 了 


“m myrt 24 3 


3sinr—5 3 3З(3мпг 


所 以 ск T) = fay o 2 


由 此 可 知 fer Bj y = sinr 的 最 小 正 周期 均 为 了 二 27. 
说 明 这 一 方法 看 似 简单 , 却 能 非常 方便 地 求 出 一 大 批 较 复杂 函数 的 最 小 正 周 
期 . 如 : 


D 函数 fr) = 7 


f 


2. 
Гат" 

证 明 ”由 /(z 十 T)= /Ст)=зсозабт+ T) = cosar. Rl f(z) 与 函数 y=cosar 最 小 正 
AMHR. 


lal’ 

(2) ЖЖ y = simr(r € R), 当 "为 偶数 时 .周期 为 kx(k € Zk 0). ВЕЛЧЕВ 
;i 当 为 奇数 时 ,周期 为 2kx(k € Z Z 0) ,最 小 正 周期 为 2r. 

证 明 Шу sin'z(r € R) 是 周期 两 数 (显然 2 为 其 一 个 周期 ). 

UE RCE 7# 0) 为 > CE R) 的 周期. 

ШИЙ XN sior = sin"(z + Ë) (r € R). Ф 

Моп 为 奇数 时 ,人 成 立 的 充 要 条 件 为 sny = sin(r +4) € R), 

BJ k = 2тя\т € Zom 关 0), 最 小 正 半期 为 2r。 

所 以 , 当 ， 为 奇数 时 ,y = sinr Cr € В) 的 周期 为 2mx(m € Z,m Z 0) ,最 小 正 周期 
为 2r. 

为 偶数 时 .中 成 立 的 充 要 条 件 为 1 sinr | =| sin(T 二) | (r € F). 

"DL. Ву = sinz (x € R) 的 周期 为 mrtmar € Zam # 0) ,最 小 正 周期 


Ят. 
(3) HIK y = coz (r € RD. Чн 为 偶数 时 , 间 期 为 kz(k € Zk = 0) ВИЧЕ AY 
Fi 当中 为 奇数 时 ,周期 为 2tr(A € Z © 0), 最 小 正 周期 为 2 
与 (2) 同 理 可 证 (3) 成 立 、 
推广 (D BRC y= Asi lur + g(r € 民 ,Aw # 0.A wp 为 常数 ). 


моа Аата € Z. Z 0 .最 小 正 周期 为 [2 


当 为 个 数 时 ,周期 为 经 (hE€ Z 去 0) АЛЕ TET. 


(2) Жу = Acos lar + g(r € R.A * w 0,А,ш,р ЖЖ). 
当 ， 为 奇数 时 ,周期 为 2&xCk € Zok 去 0) ,最 小 正 周期 为 [2 ， 


M n ЖАШ. WB ÊKE € 2. 去 0) ,最 小 正 周期 为 


(1) 猜想 证 明 法 

有 些 三 角 两 数 的 最 小 正 周期 用 常规 方法 很 难 求 , 这 时 可 根据 函数 的 结构 猜想 出 其 最 
小 正 周期 ,并 验证 该 数 是 丽 数 的 周期 ,再 让 明 它 是 琴 数 的 最 小 正 周期 

例 2 求 函 数 ?一 cos(sinz) 的 最 小 正 周期 - 

解 ”因为 cos[sin(r 十 m)] = cos( 一 sinr) 一 cos(sinr) ， 


„Ф 


所 以 x 是 函数 的 一 个 周期 . 

假设 了 是 函数 的 最 小 正 周期 , 旦 0 一 工 一 ,那么 对 一 切实 数 了 ,都 有 cos[sin(z 十 T)] 
= costsinr) 成 立 . 

% = 0,08 cos(sinT) 二 1, 即 sinT = 26006 € 2). 

因为 | sinT |< LRE k = O.E sin 

PRE T = nain € 7),38$ 0 < T < я FRE. 因此 函数 y = cos(sinz) 的 最 小 正 周期 
不 能 小 于 x. 

所 以 ,y = cos(sinr) 的 最 小 正 周期 是 x. 

说 明 也 可 用 等 周期 法 求解 由 于 cosa = cos | и |, 而 函数 GO = cosu 在 
u € [0.1] 上 单调 下 降 , 所 以 


cos[sin(z + T)]= cos(sinr) 


cos | їп + T) |= cos | sinz | 


S | все T) |= | sinr !. 


可 见 y = costsinzr) 与 y = | sinr | 最 小 正 周期 相同, 均 为 
АНЕ. АГЕ. у = sinsi 


cos(sinsin-:sinr), у = сок 


MMH 2л.л.т. 

(E) 结构 类 比 法 

例 3 EMAR y= fO 的 图 像 在 只 上 关于 点 AC.) 及 点 ВО, у, ) 对 称 , 且 在 区 
Fudd 内 再 无 对 称 ， 函数 у = fC 的 最 小 正 周 期 . 

解 四 想 学 过 的 有 最 小 正 周期 的 且 图 像 关于 点 对 称 的 函数 ,联想 到 正弦 函数 
y = sinz ИН X: FAHD AC0.0).B(z.0) 对 称 .这 两 点 机 坐标 之 差 x 一 0 二 的 2 信 ， 
即 2x 是 sinr 的 最 小 正 周期 .进行 类 比 猜 想 : 2(0 ~ a) 是 函数 y = f(r) 的 最 小 正 周期 ， 

下 面 证 明 20 a) 是 函数 y = fer 的 最 小 正 周期 . 

因为 y — SOD 的 图 像 关于 点 Аса, yo) 对 称 ,所 以 y = f(z) 的 图 像 上 任意 一 点 
Ра = х). fla = 2) KF Аба, у, ) 的 对 称 点 P, ФЕ у = fC) 的 图 像 上 . 故 P, 4 Ж 
标 为 ， Pi((e + т). fla + 0. FRE f(a — z) + f(a + z) = 2yo, 芭 

fa = Фу, — fla + m. 


同 理 可 证 : f(h— т) = 2y, — fo + z). 
FEL /[2‹®— а) + х) УЬ Ф®—2а+ т)]= 2y, — /Фа — p, 
= 2у„— fla + (а — zx)]= /(т). 

Усх) 的 一 个 正 周期 . 


ШТ 20-а) 是 
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BEK у = Ло HERM T' (0 < T: 20), фа = B-T вд 


a< a < b. 


这 时 有 : f(a’ 十 7) = 


=- —/‹а'—т). 
所 以 fa +) = Фу, — fla =) B у = ГС ОНИ U. yO 对 称 ,这 与 已 知 条 
MOF. T = 25-а) 是 函数 y = fC 的 最 小 正 周期. 
(к) 单位 加 法 
在 对 三 角 函 数 的 转换 过 程 中 , 常 发 生 函数 的 定义 域 出 现 变化 的 情形 , 即 通常 所 说 的 
非 便 等 变形 ,此 时 可 利用 单位 圆 先 求 出 函数 变换 前 后 定义 域 的 * 最 小 正 周期 "那么 变换 
后 郑 数 的 最 小 正 周期 与 定义 域 的 "最 小 正 周期 "的 最 小 公信 数 即 为 原 函 数 的 最 小 正 周 期 . 


例 4 求 函 数 y = 


tan2x, 不 考虑 定义 域 因 案 ,其 最 小 正则 其 为 了 


但 如 果 再 深入 分 析 全 可知,y = AR ~ tan2x 的 定义 城 是 非 等 价 变换 的 , 原 函 数 


的 最 小 正 周期 是 否 还 是 至 蛇 ? 这 就 需要 我 们 确定 原 函数 转换 前 后 的 定义 域 的 * 最 小 正 周 
期 ”可 利用 单位 辆 将 其 定义 域 表示 出 来 ( 空 点 表示 非 定 义 域 ). 
ТТ 


2 -2 - 上 ,其 定义 域 的 "最 小 正 周期" 为 rstan2r 的 定义 城 是 了 # er + ZC € ZZ). 用 音 


— ZË 


位 加 表示 如 图 2 - 2 - 2, 其 定义 域 的 -最 小 正 周期 " 为 至. 


m2-2-2 


到 юр 的 最 小 公 倍数 是 л. ООВ ЕИ x. 

说 明 4 提醒 我 们 : 中 用 变换 去 求 三 角 两 数 的 最 小 正 周期 时 ,一 定 要 注意 转 
换 前 后 定义 域 的 变化 . 如 果 定义 域 不 变 ,可 直接 求 出 其 最 小 正 周期 ;如 果 定 义 城 改变 , 则 
用 单位 圆 法 去 求 ; 四 运用 定义 公式、 定理 解 题 时 ,一 定 要 注意 其 成 立 的 前 提 条 件 及 隐 含 
条 件 ,以 防止 非 等 价 变换 而 造成 误解 . 

(V) 奇偶 函数 法 

依据 是 :在 公共 定义 城 D 上 , 奇 函 数 用 (7) 的 最 小 正 周期 为 了 , 偶 函 数 f Co 的 最 小 
EMM T, LF = 有 理 数 , 则 fC = f) + f: G) 的 最 小 正 周期 是 T, T: 的 最 小 
公信 和 数 ， 


证 明 由 已 知 


有 理 数 , 我 们 可 设 T, = ж, T, = 和 ,这 里 р € N‘, R 


(p19) = la € R°. 

对 于 任意 的 zx € DA 

fr + рда) = fita + раа) + fila + рда) = [у(х + qT) + filat pT) 
= ою + feta) = fen, 

Ж fer) RAMAR. T T: 的 最 小 公 倍数 раа 是 它 的 一 个 周期 . 

Hik TO O) 是 /(x) 的 任 一 周期 ,那么 对 于 任意 的 ze D, И x + T € M. H 
fr + T) = fo. m 

Лет + {у(х + T) = Ла) + (а). Ф 

Ë T$ ОАЕ ХЕ TEA МШ (r+ T € D. 用 一 (x 十 T) 

B OD 中 的 ,得 到 
ле ny + (= r) = fi [= (z + Т) fs[— (z + ТӘ). 
根据 А С) f. Cr) 的 奇偶 性 ,由 上 式 可 得 到 


р. 


— fi + fal) 
DOHA 


"(r+ T+ far + T). ° 


BOED = fn ft T) = Со. 

这 表明 SOO 的 周期 了 一 定 是 f, Cr) 和 f: Сә 的 公共 周期 . 而 在 fı CD f: Сс) 的 公共 
正 周期 中 ,最 小 的 是 Ti T: 的 最 小 公 倍 数 pga. 这 就 证 明 了 T, T, 的 最 小 公 依 数 是 f(x) 
的 最 小 正 周期 

根据 上 面 结论 ,大 量 较 复杂 函数 的 最 小 正 周期 可 十 分 方便 地 求 出 , 略 举 数 例 . 

AS (1) ORR f(x) = sin r — cos r 的 最 小 正 周期 

DRAM Ст) = 2sin3zr 十 3 | sin4z | 的 最 小 正 周期 . 


解 〈1) THEE T0), sin r+ 1 = / 


З(т+Т) = صن‎ 
n resin (r+) = sin r, 


reg E TR! 
peos frescos fr +T) = cos $r, 


= eon Şir + 


иайк лсо 一 sin 


的 最 小 正 周期 T， = 25 一 fr WER Со 一 


cos ух 的 最 小 正 周期 T; = 2 
数 12r、 
(2) 奇数 Соо = 2sin3y 的 最 小 正 周期 了 ,= Er MRR f: CD = 3 | sinta | 的 


= 3к.& OD 的 最 小 正 周期 是 TT: 的 最 小 公信 


最 小 正 周期 T, = РЕ fU 的 最 小 正 周 期 为 Ti .T, 的 最 小 公 倍数 2r. 


说 明 ”应 用 上 述 结论 不 仅 可 以 求 出 奇偶 函数 之 和 的 最 小 正 周期 ,通过 平移 变换 还 可 
求 出 可 化 为 奇偶 两 数 之 和 的 周期 本 数 的 最 小 正 周期. їл. 
Ж fO) = (sinz)aw + Ccosry” 的 最 小 正 周期. 


解 (Fa) Cos" + (sin, B 30 f(D = Cind 为 奇 函数 , Н 


fila + T) = Сева + T) = sinr A / (aD 与 sinz 最 小 正 半期 相同 . 均 为 T, 一 
Axi fal) = (coszr) 为 偶 函 数 , 且 户 (z 十 T) = fil | cos(r + T) | = | сока 1 所 


AGD | сол | 周期 相同 ,它们 的 最 小 正 周 期 均 为 T; = x. А 了 (等 一) 的 最 小 正 周 


MAT, .的 最 小 公 倍数 2x. 又 FO) 与 了 [至 一 ) 的 最 小 正 周期 相同 , 故 FC 的 最 小 正 


周期 为 2 
53 a 


= afi" lx) + beos™™ zin, m € N° ‚ай z 0) 的 最 小 正 周 期 为 2x. 
ЖТТ, ЕВ f, Cr). f; Cr) 的 定义 域 是 公共 定义 域 了 ,否则 结论 
不 保证 成 立 . 


Ей нел. ЛС = sinr £ RRR f(D = (° * gy 


Lr = 4n 
T, = 2.1, = АЪТ, T: 的 最 小 公信 数 为 4, 但 fU = f(D С) = Магул 96 2n, 
最 小 正 周期 了 一 2 
原因 何在 ”原因 就 在 于 求 T, BF f Cr) 的 定义 域 是 及 ,而 不 是 fi CD осоо 的 公共 
SEAR D = lr | r #2п.пЄ Zor € R) EREA CD € D) 的 最 小 正 周期 T = 2. 
OD 最 小 公信 数 法 
在 实际 的 解 题 过 程 中 , 求 形 如 y= Л C+ f CDEP f Со) f (r ABE IE HRRK 
型 的 周期 璀 数 ) 的 最 小 正 周期 时 .有 时 很 难 把 它 化 为 我 们 所 熟悉 的 能 够 直接 运用 公式 的 
形式 , 这 时 ,我 们 可 考虑 能 否 采 用 最 小 公信 数 的 方法 来 解决 问题 , 方法 依据 ， 
BAO 的 最 小 正 周期 是 T(x) 的 逆 小 正 周 期 是 了 :, 风 函数 УС = f (a) 十 
Боз 的 一 个 周期 为 了 = рТ. = pT OUP pip: € М.Н рр: Ж). 
证 明 AW fr АТ = fir + pT: + fst + p T. 
= fir + PTO fil + pT:) 
= Аа + fs) = fU, 
所 以 pi T; 是 /(z) 的 一 个 周期 , 同 理 可 证 р. Т, 也 是 /(z) 的 一 个 周期 . 
Ж ФТ=ртТ;=р:Т, 不 一 定 是 /7) 的 最 小 正 周期 ,如 猜测 是 最 小 正 周期 ,还 要 
用 反 证 法 加 以 证 明 . 
O 分 数 的 最 小 公信 数 的 求法 : 


беленү ЕД 
各 分 数 分 母 的 最 大 公约 ， 


яв Ж = isin(3r + T) 3cos(3r 二 竺 ) 的 最 小 正 周期 


解 因为 4xin(37 二 于) 的 最 小 正 周期 T = 至 ,3cox(3z 十 至 ) 的 最 小 正 周期 


而 T.T mamas. 


所 以 函数 


а. 


sin{ar 二 至)+ scos 人 3 十 至) 的 最 小 正 周期 是 3. 


说 明 О fem EN OMO S.C ПЁ ЬЕ ЛП T: тән 二 有 
理 数 , 则 这 两 个 三 角 函 数 的 代数 和 一 定 是 周期 汪 数 , 且 T T: 的 最 小 公信 数 了 是 它 的 - 
个 周期 .但 丁 不 一 定 是 最 小 正 周期 . 

一 般 地 ,我 们 还 有 : 

车 定义 在 R 上 的 两 连续 函数 У OD fs) 的 最 小 正 周期 分 别 为 Ti = А.Т. = 
(pq € М Сред) 一 La HERBE pA D SD = fC) E fC) 的 最 小 正 周 
MABE Cn € N’ „Нон. gp) = D. 


证 明 BT R fO 的 最 小 正 周期 , 则 f(r) 的 任何 正 周期 必 是 了 ' (J E % CR CE 
然 的 话 ,着 = nT +r(O <r < T EN ) 是 /0z) 的 一 个 正 周期 ,那么 对 定义 城内 
E BH OD = f(r + T) = fer + Т” +) = fr +I r JE fC) 的 周期 ， 
这 与 了 ”是 fer) 的 最 小 正 周期 矛盾 ). 


易 知 me lk f Cr) 的 一 个 正 周期 , 故 pga = mT Cm € мэ FHT" = tse ~ be, 


Д km = ms |н. т) — Lak Т ТУ = BE н. pq) = 1. 


图 两 个 周期 函数 之 和 的 最 小 正 周期 可 用 最 小 公信 数 法 来 求 , 除 了 上 面 的 奇偶 函数 之 
和 的 情形 ,还 有 很 多 情形 ,下 面 再 举 两 种 情况 : 

(DAA 50, 一 有理数 但 不 等 于 1 时 ,07) 一 A, sinlan х +g) t Anta r+ g) 
БИЙЛЕЙ ЕЁ A, sinta + p) ‚А, sin Co + ç) 的 最 小 正 周期 的 最 小 公信 数 . 

EM RHEE о. 

(DR D = (rl r € RAE г RT: +e k € ZY f 


《z) Ë R LOSER, RIE 
周期 为 Ti сост € D RRM RARE MMA TRT = 有 理 数 . 则 f = 
f(D ССГ € D) 的 最 小 正 周期 是 T,.T: 的 最 小 公 倍数 . 
iE TT, 的 最 小 公 倍数 为 了 ” , 则 存在 正 整数 ра T = pT = 9T;, 于 是 
SETO = fir + T+ ЛОТО = f(r + pT) + far + qT) 
= fir) + faz) = für), 


故 乓 二 是 周期 两 数 ,T 是 它 的 - -个 周期 - 
PË TIES 的 一 个 周期 , 则 对 任意 的 zE DA 2+ T € D,H f(1 + T) = fU, 


в 
fir +T + f.Gr + T) = f(r) + fa). Ф 


En АТ. tgk E ZMH л, — T = UT, + gk € Z( 不 然 的 话 , 如 xz。 T € 
рс — T) + T = z, € Dyk z. = AT: ъф € Z Ë r, € D FR). 

TE Тел Т = ФЮТ. = nT: n = k € Z. 

X fr T +Т = ло) .结合 四 ,得 ze D 时 有 


АТ = Со. 
下 面 ,我 们 证 明 对 任意 z, € R О.О 也 成 立 . 
Rx, € D, n = 1. 2. 3, =+ 使 im тїн O R fio 是 R 上 的 连续 两 数 ,得 

PAT) = Ја), ШАО ВИЛ, Cr. +T) = lim fi Cea) fi Cre + ТЭ = f(z. 

H т, 的 任意 性 . 知 对 一 切 x € R- D.@ 式 也 成 立 . 这 样 ,四 t r E віно, T E 

сэт € R) 的 一 个 周期 ,所 以 了 一 mT, m € Z fi m Z 0. 

综 上 ,T= mT, = nTa, 所 以 了 一 AT sk € Z fii k 0. Ц far € D) 的 最 小 

正 周期 为 Ti .T, 的 最 小 公 售 数 T. 

例 7 ЖЕ Ja) = sin2r 十 2cos2r + 3tan4z 的 最 小 正 周期 . 


解 жр lil E Rr Тате. 


MM / (r) = sin2r 十 2cos2r = V5sin(2r 十 9), 最 小 正 周期 为 T = 2 


= m fa (a) 


Запа 最 小 正剧 期 了 = т А JCD 的 最 小 止 周期 是 нї 的 最 小 公 倍数 x. 


说 明 Mb, A = asin Can rtg) + hun" (yz + g) (n. m € N° + ab Osoan 天 
0) 的 最 小 正 周期 ,是 函数 g(z) = sin lana фо) 与 CT) = tan” Cuz + ga) 的 最 小 正 周期 


TT( 当 为 奇数 时 ,等 FT п ЖШН. Z. (е та) ид. 
(м) 极限 法 
в жий FUND 


解 “显然 12r Со 的 一 个 周期 .要求 f(r) 的 最 小 正 周期 TC0 < Т < 129). ih 
fOe D = ус). 


| = 
sinrsin gasin ул 的 最 小 正 AM. 


1 10.+Т= Larsin Ly 
масе Tsin р (r + Тума g СТ) = sinrsin ga: u Ф 


о 


在 区 间 (0.z) 内 ,sinr Z O,sin r > Ossin Lr # 0. 


+ # 1 Twin LT = 
fE O th z — 0.88 sinTsin 5 Tsin ЕТ = 0, 


а. 


等 价 于 sinT = 0, 所 以 
(一 Desinzr # 0, 
由 人 外 式 得 


к < kı < 12). Е 0.) 内 ,由 于 sin(z 十 T) 一 


1 E he 
sin g(a + Psin g(r + T) = sin зіп Fr, Ф 
B$ x = 0,8 sin Tain Т Ossin Т M sin Тр Р Ф. 不 妨 设 


sin $T = 0,T ок, b € Z. 类 似 前 面 处 理 方法 ,又 可 得 € (0.0 时 


IÊ 
sin qz +) = sin r 


*=r— 08 


0. T = 6km, k € 2. 


HF T = kr = Akin = бл; A T ZH nAn Gn 的 最 小 公 倍数 12r, 或 其 倍数 
24т.36л. 
经 检验 ,12r 是 所 给 函数 的 最 小 正 周期 . 


ҖЕ BONS 


L (2007 Жая л dh # Жжжж ал) таж е EEE [0.3 A n a. 


又 是 以 x 为 最 小 正 周期 的 西数 是 ‹ › 
A. y =| sinz | 
©. у= sinr D. у= cosdz 
2. (第 8 局 "希望 杯 " 南 一 竞赛 题 ) 若 函 数 万 (z) 和 fU 都 是 定义 在 及 上 的 周期 函数 ， 
最 小 正 周期 都 是 了 .对 于 函数 y= f(D 十 f:( ,以 下 判断 中 ,正确 的 是 ‹ › 
A， 最 小 正 周期 是 T B. 有 最 小 正 周期 +, 且 1 之 了 
C. 是 周期 函数 ,但 可 能 没有 最 小 正 周期 D. 可 能 是 非 周 期 函数 
з. 函数 JOD =| sinz + cosr | 的 最 小 正 周期 为 £ A 
A & B$ Cx D. 2r 


4 《第 5 局" 融 望 杯 "高 二 竞赛 题 ) 函 数 ЛС) 一 


2r 


+ cos ŠZ, f (r) = arccos(sinz) 的 最 小 正 属 期 分 别 是 Ti, ,Ti ,Ti , 则 ‹ 


5 如 图 2-2-3 是 定义 在 愉 上 , 且 以 2x 为 周期 的 函数 f(z) 729 O| 2 47 


HARMER у=зи[ со] Et я £ со 2-2-3 


2-2-4 


6, КОДИР С) = Asin(ar +g), Arp € Rt EE 


JUD 的 最 小 正 周期 了 E (ту), EEK „эгинин пж 


А. 311 B. 312 C. 313 D. 314 
т. 函数 JOD = соко 的 最 小 正 周期 为 
8. 函数 JCD 一 | Мат | 一 | солт | 的 最 小 正 周期 县 
9. BHR y= siniz 一 cos rinm EN) 的 最 小 正 周 斯 是 
10. 函数 y 一 sinr 一 2cos2z 十 4sin4z 的 最 小 正 周 期 为 
п. 函数 y = Vxinz(n € N’ ) 的 最 小 正 周期 为 
12. 函数 y =| sinz | 十 | sin2z [十 | sin3y | 的 最 小 正 周期 为 
13. RER У) З falar 十 51sin2z| 的 最 小 正 周期 - 
14. Жай /(z) 一 sinrsin2zsin3rsin4z 的 最 小 正 周期 
15. HER fO Yarcos"Ñr(n.m € № a > B> 0), 试 证 ， 


(1 f(r) 为 周期 函数 的 充 要 条 件 是 租 为 有 理 数 . 


Ci» a2 为 有 理 数 时 ,f(x) 的 最 小 正 周期 等 于 了" RT AET 的 最 小 公 


В 
倍数 ) 


Ea 


y 


1 周期 数列 的 定义 


ae REB 


1. 定义 
对 于 数列 (a.) ,车 存在 正 整数 本 ,使 得 对 于 任意 的 正 整数 "NN. 部 有 


则 称 数列 1a, 为 从 第 N 项 起 的 周期 数列 .了 称 为 数列 1a,} 的 一 个 周期 .车 N= 1f la.) 
为 纯 周期 数列 (简称 为 周期 数列 ) : 若 N. 2, 则 称 1a.) 为 混 周 期 数列 . 由 于 数列 的 周期 不 
唯一 ,我 们 把 最 小 的 一 个 叫做 数列 的 最 小 正 周期 . 

周期 数列 可 看 作 是 周期 丽 数 在 正 整 数 集 上 离散 取 值 的 特例 ,是 离散 的 周期 函数 . 因 
此 周期 数列 保留 了 周期 中 数 的 一 些 特性 .但 它 岂 有 不 少 独特 的 性 质 

如 周期 函数 不 一 定 有 最 小 正 周期 ,但 周期 数列 必 有 最 小 正 周 期 ;周期 函数 的 值 域 可 
以 有 界 也 可 以 无 界 ,但 周期 数列 的 值 域 必 是 有 限 数 集 

ETEB a AWM ETEN ) 也 是 14.) 的 出 期 ,所 以 周期 数列 一 定 是 无 穷 
数列 , 它 的 周期 有 无 穷 多 个 

对 于 一 个 项 数 较 多 甚至 无 穷 的 数列 ,一旦 发 现 具有 某 种 周期 性 ,就 可 以 把 问题 归结 


为 最 初 的 几 项 .从 有 限 推测 无 穷 ,从 部 分 看 到 全 雏 , 使 问题 简单 化 . 
59 Ê 


т. 周期 函数 的 性 质 
性 质 1 若 丁 是 周期 数列 1a.) 的 最 小 正 周期 ,S 是 ta.; 的 一 个 周期 , 则 工整 除 S. 
证 明 假设 丁 不 能 整除 S, 即 S=qT+kE(g€ N' ,二 1,2,…. 丁 -1 之 一 ). а. 
,又 因为 w ,一 ЗШ a, =a. (REN ), 说 明 也 是 (4,} 的 一 个 周期 ， 
这 与 所 设 工 是 {w,} 的 最 小 正 周期 矛盾 ,所 以 了 整除 S- 

性 质 2 若 ia.) ,14,} 部 是 周期 数列 , 则 数列 ta- 


也 都 是 周期 数列 . 
ЖЕЙ 记 fa.)、(b.) 的 周期 分 别 为 TT: , 则 Ti T: 的 最 小 公 倍数 T= CT T= 
PT =qT,.p.4€ М. 


Ха р.а (E hco ##0.nE N°) 


аства 


同 理 一 


TTC T: 的 最 小 公 


性 质 3 若 工 是 数列 

O TURRA ar, +h AAN. 

D маем MRA rn) MAT. 

证 明 h. 

性 质 4 如 果 " 阶 线性 递归 数列 (4.1 满足 
PT 

(riba, 为 常数 ,所 天 0), 初 始 项 a， 

т, 岗 两 不 等 ,生存 在 正 整数 本 ,使 zr; 

ME ita 


tban Ф 
a, BM BH ROM r FREER r. 
Gk=1.2.--.r) , 则 数列 {a 是 周期 数列 . 
JEP a.s EM ai sarsa, M 


aitari teter 


， 对 一 切 mEN IR Bila. EMRI. T 


СЕ 
TCT Tare T, 的 最 小 公 俏 数 ) 即 可 . 
性 质 5 值 域 是 有 限 数 集 的 包 穷 递归 数列 .去掉 前 面 若干 项 后 , 留 下 的 数列 是 纯 周 期 


Sisler), RER T= CTs 


СЕ PARR b beba) H W E ЖЖ 


гаєм. 


= f(a аза. 
其 中 是 D 一 D 的 映射 ,考察 有 序数 组 

(a sds sya, ) s larsa 
Ж HME Hf а. а.а = asa 08, Са. чамаа) = 


(asa, aeta, a). SNS жини E M: A, hi ih E КИ nf 1 Q ch $ 
7 组 后 M" + 1 个 中 至 少 有 两 个 相等 . 不 妨 设 


"sasana asas ° 


бам замело, D= (as 


从 而 有 амтат 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 

SN Rf sass 

Мит N f vay s WTE iE. 

假设 ERN IA a, 


a 


MPH wmA+1 时 ,ai，r=wr) 也 成 立 . 这 就 证 明了 对 一 切 n> N A TE REK n a, 
立 ,也 就 是 说 ,数列 fa,} 从 第 N 项 起 是 周期 数列 . 
зде UE la, ЛЕЕ АОС BUY FE ЧЕ ЕН А р а, a, 且 


um CRC RET a Sa. 
假设 命题 结论 不 成 立 . 则 a, <a, CFF а =a, , 则 命题 已 成 立 ). 同 理 可 得 
所 以 


矛盾 .这 里 m 是 ta) 的 最 小 正 周期 ). 所 以 命题 成 立 . 
用 类 似 的 方法 可 得 如 下 更 一 般 的 结论 : 
性 质 7 设 {a.} 是 周期 数列 ,最 小 正 周期 为 mrEN ,sEN Нот, х) |н. 
(D 必 存 在 上 EN .使 得 we 全 os На, . 
《2) 同样 必 存在 一 个 EN- ,使 得 ww- 所 
如 果 周 期 数列 的 周期 为 1, 则 该 数列 是 常数 列 , 即 所 有 项 均 相等 - 


„Ф 


аваа 


例 1 《第 五 届 西 部 教学 奥林匹克 试题 ) 已 知 a 十 8*“ 可 表示 成 以 a 十 8. 为 变 元 
的 二 元 多 项 式 , 求 这 个 多 项 式 的 系数 之 和 . 

解 ш + БИРК. фатат, а 
авар а ова 0.4 


= 1, 其 所 求 系数 之 和 为 S. 由 


从 而 ,S,=(S， ;一 + 

同 理 ,S,， 5, s. 所 以 

于 是 ,数列 1S,) 是 以 6 为 周期 的 周期 数列 . 又 2005 一 6X334 十 1， 
к S=. =S EN 


说 明 “判断 出 数列 1S. ) 为 周 其 数列 ,利用 其 周期 性 使 问题 简单 化 . 
02 а, о, =b ЯНЕ ESO... =EN ) ,能 使 < 


的 的 数值 是 
А. M B. 15 с 
1 
M а-а рта 
1 
w = Fl 
MRH a, =a 41 ж 


BA Bla, ЖЛ 3 为 周期 的 数列 ,ar — b. С. 
下 RA (а, 3 为 周期 - 
ПОЗ] 


PE 
TOT 


а +1J=— l =. 
fatD= /mt d+]=— FFT 


+3) = /nt + = 


е. 


Et 
TiatD +1 


HW /tn+3)= ЄМ), 

所 以 数列 14.) 的 最 小 正 周期 T=3. 

思考 能 否 写 出 数列 (a,) 的 通 项 公式 ? 

下 面 探求 数列 i4.) 的 通 项 公式 ,数列 具有 周期 性 且 一 个 周期 为 3, 猜想 a 含有 三 角 
ЙЕ ФА, В а, = Asin(an +) +B а, sinan + Bcoswn +C, Дер 


+ Beos 2®+С=‹ 
Beos СЬ. 


Pr 
Asin + Beos += =. 
Айко +С = BL, 

3(0 +20) 


.B= 一 一 


解 之 得 А 


306 十 1) ЕСЕ 


ЗО F2 in 2 36 + 3+2, 
ЗОР "3 +1) 


Wm RRN а. = St BIIYE ИЯК iE LIR AHO F Ж. 


因此 а 


š ba. +e И 
HFM а= ар -( „нн 
AEA t 09 P] 9 8 P t E E É ft E Е В > 2. BE A' 为 数量 矩阵 , Ш 


м (5 O) cao). 其 中 4 就是 数列 ln-) 的 一 个 周期- 


hata +e 
da Fe” 


先 证 w nf Rapa, = .此 处 人 人 ,用 数学 归纳 法 . 


当 /=1 时 wo овал (Û °): 


«аса, he tec 
du. Fe (dtde)a + dere ° 


hî +de ا‎ 
dtde dete 


4 (=2 时 , 国 为 a。 


所 以 a。 对 应 于 箱 阵 ( 


п) жш Sie). 


Jm =e mt, 


be bo +e * dla, hes tce 
Саһ, Fed, 


A a al 


所 以 a。 对 应 于 矩阵 АТТ, 
由 此 可 知 , 该 数列 为 非常 数 的 周期 数列 二 存在 一 个 正 整 数 222, THEE n€ N' ,都 


Hi anı =a, = Emar ter [° 9) азо». 


例 3 已 知 实数 列 fo.} 满 足 a 一 wa 为 实数 a。 беш! оем у.а. 


УЗа, + 


-Anti а+у3‏ اک 
Ja 18а”‏ ” 


— Lla ажа. te, 
а-а V3atl 
ñ= 
apat Vu ر ے عقا ے‎ 
SB-a, a+“ fi-a За" 
8 aty3 
ЩЖ u: =a sas = as «as 
于 是 对 于 任意 正 整 数 上 有 
Cr=0,1,2,3,4.5)。 


思考 在 数列 中 求 某 些 项 的 值 ,相当 于 求 一 些 函 数值 ,说 起 来 很 简单 ,但 如 果 过 到 通 
项 公式 没有 给 出 或 是 通 项 较 难 求 得 时 .做 起 来 也 就 不 那么 容易 了 . 
二 述 所 给 出 的 答案 计算 量 明显 较 大 ,感觉 机 械 操 作 过 程 颇 多 .没有 充分 利用 函数 的 


eb. 


思想 和 方法 来 解决 问题 . 请 看 如 下 两 种 利用 函数 思想 求解 的 方法 : 
方法 1 和 将 上 面 的 as PRA aa RRA aF: 


МЯН. а, = —.- 

所 以 得 到 : av 一 ae 
用 函数 的 思想 认识 a, 
因为 2000=~6X333 十 2 


aty3 
1- a 


n 4 时 ,很 显然 数列 {a.) 的 最 小 正 周期 T — 6. 


所 以 аза =ar 


方法 2 юана qe N’ ) 变 形 ,得 a. 一 


Уба D+un £ 
Фа, fO а, = Ро ВНЖ ЛОЮ 


f(n= Dtan 


Rt 


6 


tanr 十 tan Z 
a(t) aang 


x 十 分 相似 ,因此 可 把 它 认为 是 原 递 推 关系 的 原型 
nran f 


一 AD 一 tana. 
а= f(r = tan E 


ао а DE, 


所 以 我 们 很 快 可 以 判断 出 数列 的 一 个 周期 是 6, 只 要 再 证 明 а, а, 


Sas а. =a.) ,因此 得 数列 的 一 个 周期 是 


аки = f(2000) = f(6X333+2)= 602) =a, = + — 


说 明 “利用 郑 数 的 方法 来 解决 数列 问题 ,找到 了 这 个 数列 最 重要 的 性 质 即 周期 性 、 


大 大 减少 了 运算 量 并 简化 了 解 题 过 程 . 
65 Ф 


яз ваа Га, (e| fe |жж, MAKE 


证 : {y.} 不 是 周期 数列 


数 ) ,m 一 1,2.…* 记 水 一 


证 明 由 假设 可 知 , 当 x, 是 偶数 时 , 则 二 -一 
于 是 对 任意 自然 数 n>m # r. Уг. 同 奇偶 ， 
则 а-а 


如 果 1y,1 是 周期 数列 , 设 其 一 个 周期 为 了, 则 对 任何 正 整数 wzr.-_r 与 z。 同 奇偶 ,由 
外 可 得 


3 = 
rl) 


以 此 类 扒 , 对 任意 正 整数 由 有 天， 一 ,= (Ê) оло WA n n>n 


Сат О ТЕ ОВИ. 


说 明 ”数列 的 周期 性 是 数列 的 重要 性 质 ,是 竞赛 考查 的 重点 内 容 . 而 周期 性 包含 两 
个 方面 : 数列 有 周期 存在 与 数列 不 是 周期 性 的 . 
例 5 ikr Sarl H 


РС 


м. 


试问 : a 为 何 值 时 .1z,} 是 以 4 为 周期 的 周期 数列 ? 
M 显然 a 并 0. 于 是 由 题 设 得 


说 明 本题 的 结论 可 推广 到 如 下 一 般 情形 : 


ар. 


则 此 数列 {z.} 为 周期 数列 的 充 要 条 件 是 : 存在 正 整 数 上 fl m WE < т, ВВ 
265 


sin S аы 
н HH He ыгы, 


这 时 该 数列 的 一 个 周期 为 m. 
证 明 в. 
例 6 BMWA a hamla 
的 值 ;(2) 求 Siw 的 值 . 
м CD 由 已 知 的 递 推 关系 得 


а 


за =a,- ~a, (REN В n23), (1) Жаз as sas 


(2) 由 递 推 关系 a, 二 4。 一 
有 本 质 的 区 别 . SE DENE ЗЕ ЖС F... 
数列 是 周期 数列 


+ 十 F.Cn=0,1,2,…) 是 一 个 递增 的 数列 ,而 这 个 


=‹а. 


ЮФ а, з= а, а. И a, =a, а. 
因此 数列 的 一 个 周期 T= 6. 


一 aa 一 ao 


一 ww 一 一 2 一 (一 D) 


方法 1 Sm 一 (ai 十 as 十 四 十 由 十 ai 十 ae) 十 (ar 十 aa 十 as 十 an 十 an 十 ap) 十 六 
баз Han Жаз Фаз Жан Fase) Fas: Han Fass +a 
= 16a, +a; Fas Ha, Has Fas) +а Hau Han Fane 
1в1+2+1—1—2—1›+1+2+1—1= 
一 aa 一 al Ж п—1 个 式 子 相 加 得 : 


ias (n€N` H n>2). 
иез Fas =a +a, = 1+2=3. 


-3 


注 由 数列 14.} 的 一 个 周期 了 一 6. 还 可 以 求 测 数列 {a,} 通 项 a 
3,4,5,6) 和 数列 前 项 之 和 5S. 二 a. , а. (ЄМ Н я222). 

说 明 数列 求 和 难于 把 握 的 地 方 主要 是 找 不 出 数列 的 规律 ,尤其 是 遇 到 那些 陌生 的 
数列 ,或 是 不 可 以 用 常用 求 和 方法 (如 "公式 法 "转化 法 "“ 错 位 相 减 "“ 裂 项 法 "、“ 差 
分 法 "以 及 "待定 系数 法 "等 ) 解 决 的 数列 . 找到 规律 ,就 会 找到 解决 问题 的 突破 口 . 

例 7 (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 数列 a 
任何 正 整数 BH аша: #1, X аата. 
а te Fan HIRE 


sas (asia, 
是 以 4 为 周期 的 周期 数列 . 而 
ra, tar +++ а = 25(a +a, 


+a +a, ) = 25 X 8= 200, 

说 明 ”此 题 通过 将 所 给 数列 的 递 推 关系 中 的 标号 变动 .构造 与 之 相应 的 等 式 ,利用 
两 者 的 协调 作用 ( 相 加 或 相 减 ) 消 去 一 些 项 ,得 出 数列 中 某 两 项 的 关系 ,使 用 期 性 显露 出 
来 ,促使 问题 解决 . 本 题 结论 可 推广 为 如 下 更 一 般 情形 : 


жи знане Ца. = Ра (P £0. Па. 2 Pom € м), M m+ RE 


它 的 一 个 周期 ， 


证 明 由 Tia... = РУ) Ф 
得 ° 
外 一 @ 得 

所 以 

因为 Ta... — P 2 0.9 а... 


MD m+ 1 为 该 数列 的 一 个 周期 - 

注 mil 是 数列 的 一 个 周期 .但 不 一 定 是 最 小 正 周期 . 性 如 定理 中 数列 的 前 m+ 1 
项 本 身 就 具有 周期 性 的 话 ,数列 的 最 小 正 周期 就 不 为 m 二 1. 

在 中 学 阶段 ,周期 数列 问题 的 一 般 解 法 是 列举 前 有 限 项 观察 其 周期 性 .再 利用 其 周 


Ф. 


期 求解 . 显然 ,列举 前 有 限 项 的 方法 只 能 解决 一 些 最 小 正 周期 不 大 的 数列 问题 ,对 于 最 小 
正 周期 较 大 的 数列 我 们 就 不 易 解 决 了 ,而 且 , 由 数列 的 前 有 限 项 来 得 出 它 是 周期 数列 的 
结论 也 缺乏 科学 证 明 , 上 面 的 定理 提供 了 一 个 科学 依据 . 

例 8 设 wEN ,al 隆 10"(n 一 0,1.2,…), 现 构造 数列 (a.): а, а, 的 各 位 数字 的 
平方 和 , 如 果 存 在 TEN’ AE ar =a, WË а, 是 周期 为 本 的 "周期 数 ". ШЕВ. 

《1) 周期 数 有 且 只 有 4,16,37,58,89,145,42,20 这 八 个 数 . 

(2) 对 任意 正 整数 a .都 存在 NEN’ ,使 a. 一 1 或 a. 一 4. 

EM “很 明 县 ,如果 a, 一 1, 则 对 任意 力 >>, 有 a 一 1 如果 4. 一 4, 容 易 计算 ,此 后 的 
数列 将 会 形成 下 列 数字 的 循环 : 16,37,58,89,145,42,20,4. 由 此 可 以 说 明 ,周期 数 确实 
只 有 八 个 . 

i M= 10b, +10" h 


+105, 十 b(5, 关 0) 为 任 一 正 整 数 , 它 的 各 位 数字 的 平方 


和 为 N= bL + +b FE NY 
M— N= (10 —b,)b, ++ (10—b 0b = Db. 
SR Ch, = Db, S72, 如 果 n> 2. (10° — b,b, 299. Ñ i= 1,2, sn 1 时 ， 
(10 =h Db, 0. HDL M> N. САГАА RHEE @ КЖ a, ,如 果 数列 sax. *** ra, 中 各 项 


不 小 于 100 , 那 它 将 是 一 个 递减 数列 ,因此 ,继续 下 去 必定 会 出 现 小 于 100 的 项 , 所 以 我 们 
只 需 对 小 于 100 的 正 整数 来 证 明 结论 的 正确 性 . 
0 а, 102+) 是 数列 中 小 于 100 的 项 . 因为 将 a, 改 为 101 十 ; 时 ,其 后 的 数列 并 不 改 
变 , 所 以 我 们 可 以 附加 条 件 : jj 宇 0.i 宇 1. 此 时 a, = + JC m F. 
RI алат+ 


Н ° 1 2 з 4 в 7 8 9 
т 1 2 Г S ü 
Гл ТР s Га ПЕ: 
а fo |e а E 
me [т z | 
а а Га Га Га [> 
аа а Гао |е |а Га ЕН 
|ә Го Га Ге Ге Га 
3 f4 65 өв | 7з во 89 100 13 128 3 
а | e | es | oe | => | oe [uz [лю [зв [ie 


从 表 中 我 们 可 以 划 去 数 1.10.100 以 及 4.16.20.37.58,89,145, 因 为 对 它们 来 说 命 


„ Ф 


题 总 是 正确 的 . 此 外 ,我 们 还 可 以 划 去 数 2,50,40,52,61.85,98,73,80,81,90,106,130， 
这 些 数 与 上 述 的 数 或 与 下 列 数 的 区 别 仅仅 在 于 数字 排列 的 顺序 的 不 同 (当然 ,所 有 数 中 
оо К). 这 样 我 们 只 需 对 剩 下 的 27 个 数 来 验证 命题 的 正确 性 .它们 是 : 5. 
8,9,13,18,17,25,32,26,29,34,41,36,45.72.49.53.65.74.64,68.113.128,82,97,117 
和 162. 经 检验 , 知 这 27 个 数 中 每 一 个 最 终 或 者 得 到 1, 或 者 得 到 4.16.37.58.89.145. 
42,20 中 的 一 个 ,而 这 些 数 又 周期 性 地 循环 ,因此 命题 得 到 证 明 - 

说 明 ”数学 竞赛 试卷 中 党 有 这 样 一 类 问题 .将 自然 数 的 各 位 数字 髓 以 某 种 变换 ,使 
自然 数 巧妙 地 与 函数 (或 递 推 数列 ) 联 系 起 来 ,这 样题 目 更 具 灵 活性 ,要 处 理 此 类 问题 需 
要 借助 于 自然 数 的 一 些 性 质 , 如 自然 数 的 某 种 周期 性 等 . 


ҖЕ воша 


1. 02005 年 湖南 省 高 考题) 已 知 数列 [a,} 满足 a mal, MENDA ам 
等 于 ©’ 
A.0 в. —/3 Cs 
2. (2007 年 数学 奥林匹克 协作 体 夏 今 营 试 者 (一 ) 试 题 ) 已 知 数列 {a,) 满足 a= 
2000,a; =2007.a.-,—a,- I ~a, (rE N°), Ñ ass $ + E 
А. 2007 B. —2007 С p. -7 


з. 数列 a) 的 通 项 式 为 4 一 sin ал. а Fane Бана HY ( ) 


А.о D. v3 


1. 


5. (B18 A RAR ЖОЕ Б АЯ (а) 满足 ; а 0а 


(rE N. а 
A. 0 B. J3 с. 一 р. vi 


е. 


6. ЖЯ (а, 


D. 0 


G€ N D. M Иий EESE] 
为 A 
8. (第 5 A RRR EERDE RH la.) Фа, 
A ari =a, Hans ат 
9. AR /(x) 由 下 表 定义 。 


r ж TE oies 1 
Ta [т [+ n : 


Жа бла ба н 0,1,2, M а, 
1+, 


13,4: = 56, Ж ft f HY E W Ө п 


10, Жа, Фа 一 VS 一 SDA a +a, +a ttam = _ 


11. (第 15 届 * 希 望 杯 "高 二 竞赛 题 ) 已 知 数列 1a.} 中 ,ai = la 


ots 


(AEN Dl asa = F 
12. (1999 年 河南 省 竞赛 题 ) 已 知 数列 1a-} Ф.а,=1,а=2,аа‚, ians a, Hane H 


asas Fl Grasse PÊ Sm = & 

13. if /Ж Ж A=11.2.3..--..2007) АВЖ, ЖА а Sf) ,ан = f(a, ) ll Sb 
FE А ааа ЄМ). 

14. KRF la ARRP aim 1а... 1а. пем. аи. 存在 某 个 正 整数 
п Ма, а, а, 

15, (1996 ЖН £ fk Ж Ж) >I, ATER, RE: 通 项 为 a, 一 [x"*'] 一 
[x"]tn 一 1],2,3,…) 的 数列 1a.} 不 是 周期 数列 , 即 不 存在 正 整数 p, 使 得 对 任意 正 整数 


nm fa, (其 中 [z] 表 示 不 超过 工 的 最 大 整数 )- 
7 г'4 


当 


2 某 些 特殊 数列 的 周期 性 


=e ШЕ 


1. 周期 函数 列 

тйк и BHD 是 一 非 空 集合 .1;D 一 D K E G D 到 自身 的 一 个 映射 . 称 
DDE r HRR S ORAE OSOA fO ЕСИ 
па 


f= ft. CO]neN 

妇 纳 得 定义 . 

Ë СОЛТА ШЕ f (т). 

таби и GEERTEN .使 

со Efta ED. 

КЕЛА REK n RSL IER. C0 RMR KY ,T 是 /x) 的 一 个 迁 代 周期. 

函数 迭代 间 题 是 各 级 各 类 数学 竞赛 试题 的 来 源 之 一 .这 类 试题 往往 有 一 定 难度 和 深 
度 ,方法 多 样 ,灵活 多 变 .巧妙 无 比 . 

丽 数 的 选 代 周 期 概念 是 现代 数学 中 极为 重要 的 

即使 是 非 半期 的 迭代 ,也 可 产生 美丽 的 图 案 , 如 图 3- 2 


тт 1 


它 是 由 如 图 3-2 -2 所 示 的 A 型 胞 原 图 生成 的 . 


3-2-2 


这 已 成 为 现代 数学 研究 的 一 个 新 课题. 
H. 周期 点 定义 
设 ftz) 是 定义 在 集 DD 上 的 函数 ,车 存在 Z € D, 使 得 


С #2,,j=1.2 

Ий 2, Ж /Cx) 的 一 个 -周期 点 ,并 把 点 列 {2,,2, = f(Z,).Z,= f,(Z, 
` fe (Z, 10868 / 00 — 4 k -周期 轨道 ,其 中 EN" 是 一 个 确定 的 正 整数 

从 定义 可 知 ,f бо k -周期 轨道 中 任何 两 点 均 不 相同 ,每 一 点 都 是 了 的 上 -周期 点 

Ú. 模 周期 数列 

BERA (a, 1.0 <a, тойт) <m ~ 1, RITE (a. Cmodm)} 3y ta, } 的 模 数列 , 若 
tanCmodm)) 是 周期 数列 , 则 称 {a.) 是 模 周期 数列 

模 周 期 数列 是 周期 数列 的 一 种 拓 广 - 


例 1 EMKA fi (0= 


Дан (OMR. 

分 析 ”如果 从 题 设 条 件 人 手 逐 步 推 求 户 -=,(z) 的 解析 式 ,工作 量 很 大 ,显然 是 行 不 通 
的 . 为 此 ,可 将 原 题 一 般 化 ,直接 推 求 f.(z) 的 解析 式 . 

解 ” 依 题 设 , 有 


对 于 正 整数 n EX fa (0 = f L.C). Ж 


лсо fal c= л (21 


лэ ліла r (Z= 


f= f Л =A (r= 


2 
жоли =s (Ft1)=, 
Лео ЛО) fir). 


ARKH, oE AAKA, ERRUER A 6. 于 是 ,f.(x) 的 解析 式 为 


nk+2), 
1-2 
Enskt. 
Pr 
T+ 
Tz 
r+ 
zx 
x(n=6k+6), 


(n=6k+5), 


其 中 ,为 非 负 整数 . 
在 f,(x) 的 表达 式 中 , 邻 n 一 1234, 即 得 


fim (D= ferma (r). 


说 明 ”上面 解 题 中 体现 了 两 个 基本 过 程 :一 个 是 一 般 化 的 过 程 ,为 了 得 到 fi (+) 
的 解析 式 , 先 从 特殊 到 一 般 ,直接 推 求 /.(z) 的 表达 式 ! 一 个 是 特殊 化 的 过 程 ,在 寻求 
/f(z) 的 表达 式 时 ,又 从 一 般 退 回 到 特殊 ,根据 初始 条 件 和 递 推 关系 , 先 考察 n= 1,2,7 
时 的 情形 ,从 中 找 出 规律 性 的 东西 ,然后 再 把 这 两 个 过 程 有 机 地 结合 起 来 , 原 题 便 得 以 解 
出 , 由 此 可 见 ,在 实际 解 题 时 ,一 般 化 和 特殊 化 常常 可 以 结合 起 来 运用 ,以 便 相 互补 充 , 相 
互 支持 ,提高 解 题 效率 . 

在 高 考 与 竞赛 数学 中 ,经 常 出 现 与 函数 .函数 列 有 关 的 周期 性 问题 . 正确 认识 与 把 握 
这 类 周期 函数 ( 列 ) 的 周期 性 特点 ,对 解决 问题 有 着 举足轻重 的 作用 . 


z+} о. 
#2 已 知 7(z) 一 1 EX ә РС Ск) n€ N°. 
20r) gaS "t 


Ra 


R ss (q5 ta. 
分 析 MEDR MONEE JEE MEE — H FEA гна mamat. 
以 求解 ! 结 而 求 了 A (i) (5) A (E вако. ERE E йр, 


必定 柳暗花明 . 
解 ” 由 已 知 函 数 解析 式 可 得 : 


19_11 
30 


alt) 
(s) r()=2( Í)" 
(в) 08) (1-08) = 


тщ f. (j RE 5 HRI METER «AT 


ле(&)—/($)-® p оов одот. 


所 以 п (В) А) 


说 明 一般 情 况 下 , 若 两 数 ,两 数列 是 以 ” 重 形式 给 出 的 ,应 该 首先 考虑 其 周期 性 . 
用 示 数 的 观念 看 数列 并 不 少见 ,但 用 分 段 函数 的 方式 表示 数列 的 递 推 关系 却 比 较 少 
见 , 耐 其 实质 是 “数列 发 生 器 "的 一 个 程序 . 
121911,8 14 


本 题解 题 过 程 说 明 ,7(z) 有 5 -周期 轨 | ү: 
例 3 设 ow 一 lwas 一 2, 且 


3 1 一 3a., 当 aar-, 为 偶数 时 ， 
as 一 av, 当 aa 为 奇数 时 - 


求证 : а, 900н= 1,2,3.) 
证 明 ”数列 的 开头 几 项 为 1.2.7,29.22.23.49. 
1,2,3.1.2,3.1.2.3.- 


所 以 шы saa. а, ла, 奇偶 性 相同 ,所 以 


=a, +a, =a, (mod 4). 


因此 数列 14,} 模 4 后 .余数 成 周期 数列 ,周期 为 3. 因此 a.2Z20(mod 4), IE #f а, 0. 

RA 为 了 证 明 一 切 下 整数.4. 去 0, 我 们 证 明 a, (mod 4) 即 达到 目的 .恰当 地 选 
择 模 十 分 重要 , 模 周期 数列 中 的 " 模 " 是 关键 ,找到 了 模 .问题 就 会 简化 . 怎样 找 模 呢 ? 通 
过 最 初 的 几 项 , 猪 测 它们 的 规律 ,然后 再 证 明 或 根据 题 设 合理 选 模 . 

例 4 在 边 长 为 8 单位 长 的 正方 形 盘 ABCD 中 .有 长 为 5 的 正三 角形 彩色 板 
OEFA O WREE, 为 白色 ) 如 图 3 合 ,EF 重合 在 AD 边 
ID. ROEMER FHK. 
在 AB 上 接触 点 为 支点 ,将 三 角 彩 继续 下 去 ,直至 第 1990 

а F. f]: 此 时 三 АВЕ k 红色 顶点 0 中 A 点 多 远 ? 并 说 明理 由 . 


в, ٤ a с 


Ma-2-3 用 3-2-4 
: 角 彩 板 * 左 进 "规律 是 : 


解 

O 每 左 进 3 次 ,红色 项 点 О 在 盘 内 :+ 

© HEH 16 次 ,三 角 怕 回 到 原来 出 发 前 位 置 ,但 红色 项 点 O 变 到 了 AD 边 上 下 点 
的 位 置 ,下 变 到 点 E 的 位 置 . 

Ai ML. hj EÊ 48 次 ,三 角 板 及 其 红色 顶点 完全 回 到 原来 位 置 . 


又 1990 一 48X41 十 22 

故 左 进 1990 次 相当 于 左 进 22 次 的 状况 . 左 进 16 次 ,0) 变 到 下 位 置 ,再 左 进 6 次 ,该 
点 变色 AB 边 上 ,不 妨 设 为 点 已 ,此 时 上 恰好 到 AD 的 中 点 . 故 PA 

说 明 这 里 我 们 通过 16 次 左 进 的 状况 .推出 周期 为 48. 如 果 没 有 周期 性 帮忙 ,我们 
就 会 陷 人 那 种 机 械 的 重复 试验 中 . 

有 好 多 几何 问题 ,通过 挖掘、 探索 ,可 以 找 出 它 的 符 殊 规律 ,其 中 周期 现象 就 是 这 种 


фо 


EEE 
特殊 现象 的 一 种 . 
例 5 取 定 自然 数 p>2, 记 6 


.如果 对 每 个 实数 ERKE /(7) 均 满足 关系 式 


EYE сох) — sinê 
PNET Tsing соч 
coxgCrcosg- 
Sing(_rcosb 
_ (cos'0— sin 0) r — 2costsind 
x * 2sinfcos0— sin 0F cos 9 
os20) 工 一 sin20 

520) r + cos20 ° 


sim 


IRE sg? CD = r, B уб r03 UND P. 据 此 可 断定 f(z) 是 周期 函数 ,pu 是 它 的 一 
个 周期 、 


说 明 用 R(x) 表示 线性 函数 或 R(x) EÊ MRAR J(z) 对 一 切实 数 ER 都 


有 уса ERUS WBA С na) = ВСС ОНЄ N), 这 样 /(z) 是 否 为 
周期 晒 数 的 问题 完全 归结 为 R(z) 的 选 代 周 期 是 再 存在 的 问题 ,这 也 正 是 本 例 所 给 出 的 问 
题 的 本 质 所 在 。 

例 6 《第 27 局 国 际 数学 奥拓 匹克 试题 ) 平 面 上 给 定 人 ALA:A, 及 点 Po. 定义 A. = 
As S24. BRAY Po Pi Pie MERE Pas 为 绕 中 心 A,-, 顺 时 针 旋转 120" 时 ,P 所 
达到 的 位 置 =0. 1.2. FF Р = Po MEB AA, A; A, 为 等 边 三 角形 . 

证 明 我 们 约定 点 A 所 对 应 的 复数 仍 记 为 

iR u= cos60"+isin6o", 

依 题 意 .点 P. 由 点 P. ВРА. 顺 时 针 族 转 12078089) B EAP. i hP, A, 
沿 自己 的 方向 在 直线 P。,A. 上 平移 了 iP. 一 A.| 长 度 单位 .再 逆 时 针 旋 转 60 "得 到 的 , 根 


据 复数 减法 及 乘法 的 几何 意义 ,有 
77 Р 


P, —(1+ш)А,—иР., 
= (OFA, ~ul +u). 
SUHA, uA, O+ P... 
SUHA SUA, O+ САФА, uP, ,3 
SAHA, uA, HA) Poa 
SUHA, мА FEA, ш C(+ A. 
SUHA, аА +u Aau P, Hu P, a 


—uP.-:) 


SAHO, uA HAm A Сат A JHO D'u" Pa. 
"4 w= 1986 07. 


ш Anm нА Hu? Ar Ан + PSA D Hu" Ps. Ф 


1+ u=1+-cos60" +isin§0" #0, 
1. 


М = (cos60* +isin60%) 


所 以 由 中 式 得 


Ae Fa Aus 
XY As SAs (SSOR e= 1,W E RTI fk s 
(As А tu ADH СА, uA, HA D+. СА, — uA, A ) =0. 


Аз + 


ш As— uA: +u’ А, =0. ° 
MN uut =o, 

所 以 e =и-1. 

RAOR 


А,—иА;+иА,—А,=0, 
“‹А,—А,)=А,—А,. 


ЖАА + EM I ША, Ан АСАТОВ ВЕБЕ 60718 9) AA, А,А, 为 等 边 三 角形 

例 7 (елена ФФИ SE ACER бое АСВА FF 1 的 复数 的 集 
合 )./ RA S 到 S MRR. T fE fd gen, 
FOODS POND), o, ШЖ c€ S RERE n 使 得 f" (O #c, f" Сс) з ç 
f" бос," (O ~e, 我 们 就 说 c 是 /的 4 -周期 点 . 设 几 是 大 于 1 的 正 整 数 且 了 的 定 
义 如 下 ， 


Ф. 


f= 
试 求 了 的 1989 -周期 点 的 个 数 . 

# ”分 段 进行 讨论 和 计算 

(D 车 szeES 是 三 ”的 不 动 点 ( 即 f 
min. 

ле pmtg OSg<m FER 

5 етсе" а eco, 

B 去 0, 则 上 式 意味 着 <, Эз f ff к -周期 点 ,这 与 已 知 的 <, 为 的 m -周期 点 矛盾 . 故 必 
Ж к= о. mln. 


Н = 为 了 的 由 -周期 点 , 则 必 有 


@›@в, ЄЗЇ? (=). TE B, NB Ж (n. ORR ntk 的 最 大 
SMM. 

由 定义 直接 可 知 , 当 mn 时 ,B.CB.. 从 而 В... SB, N Bs EZ ¥ z € B,N Bi 
п ре доо g< k. z. = f k eski В, ПВ, BFF KIER ЄВ... 


MH ЄВ, ПВ, ЕЖЕ. ВХ В, ПВ, В... 
(3) DY 1989= 3° X 13 X 17,1989 的 真 约 数 是 117.153、.663 中 (至 少 ) 一 个 约 数 ,所 
以 了 的 所 有 1989 -AWISE SR у T= Bis / В. U Bus U Bara). 
容易 看 出 (Bo: U Bis U Bm). 故 只 需 再 证 相反 的 包含 关系 ， 
对 于 任意 的 <, € В / Bi U Bis ОВ). =, 是 f” 的 不 动 点 , 故 有 As 
为 了 的 4 -周期 点 , 著 < 1989. C1) k| 1989, Ai k EIIE 117,153,663 Ж = 
一 个 数 的 因数 . 故 ЄВ, U Bis U Bens FRI. КА 1989.80 =, € T. 


9, 便 
数 中 


IBa U Bis U Bes | =} Bur: |+ 1В 1+ | Becs | = 1 Bin N Bos | =| Bua N Beal 
=| Bue N Bı |+ | Bnr N Bis N Bee 
= |Bm Т +I Bal = 1B.|— |B» |—} Bu] +181 
Sm П) т +O 17 Om = 17 От" 1) = 
От DH =1. 
MA ñi f f 1989 -J8 9] EY EBO т” — pt — т — m! +m +m” Hm — nî, 
例 8 (2000 年 国家 集训 队 选 拔 赛 试题 )(1) B a.b EER R BA ri A y) M 
= ley, =0. 


Taman byes 
f $ 天 一 0.1.2， 
1». Sr Баук» 


> 3 


[41 
RIE: х, = JS Daa +y А = D 


ува Уа. НЕЕ н и, 除 以 2- 所 得 的 余数 记 为 2。 R 
证 ，tss)A=0,1,2.… 为 纯 周 其 数列 ,并 求 出 最 小 正 周期 、 

证 法 1 йл. у, у, (a +i), r = 1» у, =0,{ф r, Буу, = 
«+ б" Г} т, —i бу, а —i p. АЙ x, = Са + Са ip. 


‚= 


= = xu = (Va FY соч 
W 0€ [0.x]. 818 cost FR’ 0 тт” „= Va Fb) соза, 


由 于 созд +-івіпд = (cosk0+isin0) , BF DJ 


їп)!” (cos0)* = 


gH 
3 


= 31 (eos 
[{] 


= У Deos a. 


1] 7 
тих, = (Va У С (с) аы 


Ú 
= SC Va tla? + a. 


证 法 2 前 一 个 递 推 式 即 > те 一 mr 代入 后 一 个 递 推 式 得 


+з сле). 


化 简 得 Taran) — (a +b). 
k ЧЕЖЕ E X KORE EE f —2ar+ Са? +b) =0, Җ БЕО a + i уб. 


Ф. 


再 结合 初 值 mm 一 1,z, 一 az 一 6yw 一 av 利用 待定 系数 法 便 可 求 出 


а + (a — ipt) = J net ahr, 


n=} 
下 面 计算 待 证 式 右 端 中 a b 项 的 系数 . 
HF (a + = се "br JEP ab 作 贡 献 的 仅 是 + 二 s 的 那 项 ,因此 所 求 
的 系数 是 i 


- So veere 


BN OCL С.С. 


RI 
D C DCC, = (一 DC; „= C DCA- DT = 0. 


从 而 ,所 求 的 系数 恰 是 (一 1)*C 

《2) 下 面 给 出 两 种 风格 不 同 的 解法 .前 一 种 方法 中 蕴涵 一 些 普遍 性 的 结论 ,而 后 一 种 
方法 则 较为 朴素 和 自然 . 

证 法 3 交换 求 和 顺序 可 得 
uj HIE] 
= 多 = 多 


= ++ 


ч g 
= Ус С = 


жа ан = З uc 均 为 整数 , 且 u о 0H, 由 


Flu +n VD = (142), В си, tu 0200142) = и, о NT. OSCE 
[шат Fue 


u (mod 2). 
FL ue 1. и, 为 奇数 (一 0,1,2,…). 由 此 可 知 z. 1001,2, 
对 任意 非 负 整 数 ”和 靖 , 出 于 


„Ф 


= (au VD Cun Hun 2). 


因此 ,成 立 


Dus 


特别 地 , 当 n= m HF 


° 


显然 ,w —0,ъ 一 1. 由 四 用 归纳 法 易 知 对 任何 非 负 整数 m,v" = 2"t。, 其 中 为 奇 

BU F u, SZR о = Dh ДИР ki sko 为 奇数 ,hv HIEMER, H AA MAOTI о, 

ka IEP k 为 奇数 ,7 三 min{X pa). 对 任何 正 整 数 "存在 非 负 整数 т, Ст е т, a 
使 得 一 2 十 2 十 … 十 2 

故 由 以 上 讨论 ,并 利用 归纳 法 可 得 v 


4 其 中 上 为 奇数 , 亦 即 下 式 成 立 ， 
D 
Um IEA KERE Н и = 1 以 及 四、 团 .用 归纳 法 易 知 u= = mod 2°). 从 而 ,对 任 
意 非 负 束 数 HOMON P m = ии + 2u, v =u mod 2), BP izua} CF ™ 0.1.2. 
…) 为 纯 周 其 数列 ,2* 为 周期. 现 求 其 最 小 正 周期 T-、 
由 于 S02 Т, =1. ЙИН a= la =u: =3, 二 7, 可 知 T, = 
4. 现 讨论 n>3 的 情况 ,显然 ,wu =17=1 mod 27), 由 此 及 四 ,并 用 归纳 法 可 知 
Imod 27°'),=2>3. Ф 


ЖЕ 
FERI А % W /. i O MO fF 4 m > 3 时 ,有 ur 
и, (mod 2"). 即 此 时 2” '&ё1+„,}(#=0.1,2.›@ 00. 
但 可 以 证 明 当 mm 全 4 时， 是 它 的 周期 . 事实 上 , 取 ! 为 奇数 ,w mus + 
2010 т HGD ше + = 1(mod 2") ,再 由 回 知 v 为 奇数 ,2" “不 能 整除 vn ,从 而 
mod 2“). 


= musi + ی‎ !ш 


由 于 了。 DE 2”' 的 因子 .所 以 当 m2>4 时、 =i, 4 m=3 m. =4 Ж 
{ты!(#=0,1,2 的 周期 ,并 且 Т. =4 й Т.=4. 
总 之 ,答案 为 


2—1. тз2. 
12. 
证 法 4 根据 (1) 中 证 得 的 等 式 . 当 4=1.5 二 一 2 时 т, 的 值 即 为 w. EX E b ИГ 


е. 


负数 是 因为 前 面 所 作 的 推导 本 质 上 是 代数 式 的 运算 . 于 是 由 (1) 中 的 方法 2 知 数列 (4.1 满 
足 递 推 关 系 w-， 一 2w, ,十 ,并 有 通 项 公式 


gI 
m = y[(+/2 tO = C2 


HFE n. АЕС ETAR RR Cz оса) 0,1,2, 6. 由 于 每 个 
zm4 均 取 值 于 0 至 2" 一 1 之 间 的 有 限 个 整数 . 故 必 存 在 正 整数 ,一 使 得 


в. аана 

注意 到 z... Ernai 28... (mod 27) АЙЛ z... „ 以 此 类 推 , 可 得 
а =e, ГЕТА 

又 数列 } 满足 二 阶 线性 递 推 关系 , 故 它 是 以 k. — k, 为 周期 的 纯 周 期 数列 . 


为 求 出 数列 (=。,} 的 最 小 正 周期 T- ,我 们 先 证 明 两 个 结论 . 
结论 1: f n>2 A42 luge — 1. 
事实 


(2° INE 
g > 0.1.2 
ИТИ" 
上 述 和 式 每 一 项 中 所 含 的 2 о 
E(D) 一 mm 十 1 一 1 一 (4 中 所 人 的 2 的 次 性) 
易 见 ,E(1) 一 E(2) 一 由 ,所 以 前 两 项 分 别 等 于 2° 案 以 一 个 硒 数 ,于 是 它们 的 和 是 
2 的 傅 数 . 当 а 时 ,由 于 S2 ,所 以 
EG 


У EC3) 二 m 十 2, 从 而 后 面 的 每 一 项 都 能 被 2”“' 整 除 ,命题 得 证 
结论 2, “4 m2e23 250 ае — 1.27 ?不 能 整除 ае — 1. 


十 (一 1 一 (人 一 2) 一 mm 十 1. 


e 
' а= p 027 +1)2°62°—1 一 2 十 2)2, 
йи. we —1- D “GD 1 1-0 2 


这 个 分 式 分 子 中 的 因 式 2" 一 ; 与 分 母 中 的 i (1< < 2I— 2) ff 2 的 每 次 相同 ,而 
2"+1 与 24 一 1 均 为 奇数 , 故 上 述 和 式 每 一 项 中 所 含 的 2 BIHEK 
Fe 4 一 1 一 (! 中 所 含 的 2 ж. 
当 (26 时 ,由 于 <2 F(O) 汪 mm 十 (一 1 一 (一 3) 一 由 十 2. 
面 当 ! 一 3,5 时 ,直接 计算 知 F(5) 二 F(3) 一 mm 十 2. 因此 ,为 考察 sr 1 对 2 的 


„Ф 


整除 性 ,只 需 看 对 应 于 1 一 1,2,4 的 三 项 . 其 中 
йз. 


(2 w 


á EAn D 


=D 
此 分 式 的 分 子 和 分 母 除 以 4 的 余数 分 别 为 十 1 和 一 1, 故 该 项 除 以 2" 的 余数 为 
一 2"; 注 意 到 FF(4) 一 m 十 1, 内 此 Ci--'2' 除 以 2 一 的 余数 为 2 , 从 而 ww! 一 1 除 以 
ОЮ N 2" '. 命题 得 证 . 
根据 这 两 个 论断 ,我 们 知道 当 mm 宇 5 时 ， 
wisa Стой 27а + 
+ 满足 二 阶 线性 递 推 关系 ,因此 2" ' 是 它 的 一 个 周期 ,于 是 T. 必 为 2”' 的 因 
' +a (mod 2"), 所 以 2" ?不 是 它 的 周期 . 从 而 Т„=2” '(m 之 5)。 
时 ,直接 计算 序列 {w} 的 前 几 项 即 可 确定 出 T, 一 1,T; =A, Ту =4. Т, =8. 
说 明 解数 列 题 时 ,车 能 注意 找到 数列 的 周期 性 ,可 帮助 我 们 快速 简捷 地 解决 


„Стой 2"). 


ко: 
FEE f= UT fen) M 
fst) = ; с 
1 ~ ltz z=1 
А, === В. = с. = p. FÎ 
2. тА жонгана fO) =k,k E # 0, 018273615 的 
小 数 点 后 的 第 首位 数字 。 则 LALAC1)]) 的 值 为 € 4 


A.9 B. 7 с.з 
3. ABCD 一 A: BCiD; 是 单位 长 方 体 .黑白 2 ВАЖАН 
发 , 沿 村 向 前 代行 ,每 走 一 条 棱 称 为 " 走 完 一 段 ". EB R E 
ЛА Ар КАНАВ AB BB, 一 …, 它 们 都 遵循 
如 下 规则 : жене i 十 2 段 所 在 直线 与 第 工段 所 在 直线 必须 是 
界面 直线 (其 中 iE N), 设 黑 自 2 ® # ЖФ 2008 段 后 .各 停止 在 正 
方 体 的 某 仿 顶点 钴 ,这 时 黑白 2 蚊 的 距离 是 ‹ y 

A.1 в. 42 с. 3з 


EEEE 
4. (第 12 届 " 希 望 杯 "高 一 竞赛 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 DAR f(z 一 1) 一 


КЕКЕ, fO + F2) + FB) = = + f(2008)+2008 EA g` 
Fat 
А, 2007 C. 2009 D, 0 
5, 已 知 /(7)= + 定义 /.G) = ffir p (т) = 


+ A 
в $ с. 


6, (2007 PAAK PERE А AAD O 的 未 两 位 数字 是 C › 


A. 01 В, 07 С, 43 D. 49 
一 同学 在 电脑 中 打出 如 下 若 于 个 园 ( EL LEET ROEE DR 
00000060600 00 


FELE TANGOA MSH f И. 6 208 个 图 中 ,有 个 空心 图 

8. 地 面 上 有 А,В,С 三 点 , 一 只 青 星 位 于 地 面 上 距离 C 点 0. 27 应 ,青蛙 第 一 
ЭАРЖИХТА 的 对 称 点 已 ,我 们 把 这 个 动作 说 成 青蛙 从 РАКТА 点 作 “对 称 
MW DM P. KRAB AMAER Р. ЖЕРАР, Á 8 % at САКИЕВ 
达 Psi 第 四 步 从 P ЖЖ Af MEB P. ike ИТА НЫ ¥ 2009 
步 对 称 跳 之 后 到 达 Pios. 问 此 点 与 出 发 皮 的 距离 为 。 ВЖ. 

9. (ждет н" ЖМА НФ kanha ERN 
. 1415926535 … 小 数 点 后 第 nn 位 的 数字 ,并 且 规 定 f(0) =3. E F. = 
Уту) M ЕСУС1990) + 7059 у13›1— 


_ү—3 ооо› 
САЛ+ Dn<1000) 
MATE LETNE T r= ra rasl (nD. # n 
的 最 小 正 属 期 最 小 时 , 则 数列 的 前 2008 项 的 和 为 М 
12, ай шуа: уза, 是 整数 1.2,…,n 的 一 个 排列 , 且 满 
(ash 


(D) la —a, |<2,i=1 


-H 1(90) 一 


V 


0, 当 该 数列 


上 过 排列 的 个 数 记 为 f(m), 试 判定 702008) 能 否 被 3 整除 ( 填 " 能 "或 “不 
жэ. 

13. 整数 数 列 al wa va ХЕТ. а =1, н.а Ња, 大 的 最 小 整数 ， 
且 对 所 有 的 ijkE 11,2,… sn 十 1) ,满足 a; 十 qj 关 3as. Ж азы буй. 

М. 设 为 正 整数 ,规定 ! ADS] e 

Ра 

201—2). (OSSD, 
т—1, (1<\г<2). 


c= 


DEFER: оа 
《2) 设 集合 A= {0,1,2}, € >€ A.M. f.(r)= mi 


D йж л (ув, 


《4) 着 集合 B=(z|fa(y=r.re[0.2). Em, Bf 8248 AE. 
15. (44 & IMO 预选 题 ) 设 四 是 一 个 大 于 | 的 固定 整数 ,数列 norr EI 
如 下 : 


2, о<і<т-1. 
x ۴ 
fa. >. 
ЖАНЕКА ft ER P f £ ft RR p т 整除 . 


x< 
40 ”函数 周期 性 的 综合 应 用 


аә Е 


ШИЕ 838 E IOE MEE УР h J] W tt iE j (kot ЇЇ КРЕ: BURY 4 E E б) ЭЗ: К U 
Ж: ТИС, | 9) 66 8k Fi JN ИД EC | JEL ES Ж FO CF FE ТЕ К АРРА FF. 

我 们 研究 两 数 周 期 性 的 目的 ,就 是 要 系统 地 研究 周期 函数 的 性 质 , 从 有 限 推测 无 限 
如 果 能 够 确定 最 小 正 周期 ,只 要 研究 丽 数 在 一 个 最 小 正 周期 的 范围 内 的 疼 像 与 性 质 ,就 
能 推断 出 咀 数 在 整个 定义 域 上 的 图 像 与 性 质 . 这 给 我 们 研究 西数 带 来 了 方便 ,通过 研究 
周期 函数 在 一 个 周期 内 的 性 态 ,就 能 了 解 它 在 整个 定义 域 上 的 性 质 ; 只 要 画 出 周期 函数 
一 个 周期 内 的 图 像 ,然后 经 过 周期 延 拓 即 可 得 到 整个 周期 函数 的 图 像 

明 数 周期 性 有 着 广泛 的 应 用 ,不 仅 可 以 用 它 来 描述 现实 世界 中 存在 的 大 量 的 周期 性 
现象 ,如 地 球 ,月亮 太阳 的 旋转 :杭州 附近 的 钱 江 潮汐 :小 球 的 单 押运 动 ; 弹 簧 的 简 谐 所 
动 等 ,利用 周期 性 还 是 “种 重要 的 思想 方法 ,用 它 可 以 解决 大 量 的 数学 问题 ,如 , R ER 
侦 , 求 栖 数 的 解析 式 、 剂 断 郴 数 的 奇偶 性 .单调 性 , 求 单调 区 间 , 求 最 值 , 求 简单 画 数 方程 
的 通 解 等 . 另外 ,周期 性 序列 关系 在 图 像 压 缩 、 分 形 几何 及 高 等 数学 中 有 着 大 量 的 应 用 ， 
只 有 深入 研 究 , 细 细 体 会 ,才能 把 握 事 物 周期 变化 的 奥秘 . 


(D 求 8 和 w 的 值 : 


„%? 


(2) 已 知 点 A (要 ,0). 点 己 是 该 函数 图 像 上 一 点 ,点 


Quy РА Hh. 3 yı 0 € [Жл] 


Жол. й. 
解 〈1) 将 z=0,y 一 J3 代 入 函数 y=2cos(wr 二 9) 中 得 


.由 已 知 T= r, 且 w>0, 得 


(2) 因为 点 A (至 :0) QC. OR PA 的 中 点 ,y% = GEA P AEA 
(2-2-9). 


УЗ 


AAA P 4E y—2eos[2r+ E ИВ r На СИИ cos(x) 


л 
зя 
6 T 

92 (第 十 届 " 布 望 杯 "高 一 竞赛 题 ) 丽 数 y 一 sinwx(w>0) 存 区 间 [0,1] 上 恰好 有 50 
个 最 大 值 , 则 的 取 值 范围 是 w 


м ат-"валкйт.й(э+-1)т-1н(о+{ 
51 个 最 大 值 点 . м T mak K (ñ T ЖОК F ERD. 
197x 201. 
wwe [175 у). 


JAR 思考 问题 可 从 y=snr 在 一 个 周期 内 有 几 个 最 大 值 点 入 手 . 在 长 度 为 一 个 


Ix 


Fain 


эк Sx Ш 5я 138 
< BE. пр їл, —5®= кд ал, 58 = E.M r 


一 1 时 分 别 有 50 个 和 


标准 周期 2x 的 区 疗 内 ,在 [0.2x) 内 只 有 一 个 最 大 点 < 一 至, 但 在 [至 ,2n 十 村] 内 有 两 个 
最 大 点 一 到 和 x 一 2 十 于 .如果 要 出 现 壬 堵 的 50 个 最 大 值 , 最 小 要 包含 49 个 周期 的 
mit. 

э, 函数 y 一 siny 在 含 49 КАМАК. 


Bat | EA 50 个 最 大 值 ,在 含 49 个 
多 周期 的 区 间 [0.98 + F ] 恰 好 有 50 个 最 大 值 =, RAE E ЙГ0.а],58к+ P <a 


一 100x 十 号 上 恰好 有 50 ARAM RERNA TAR SK. 


р < 


жийи Т 98x 十 到 


思考 ”如果 区 间 不 是 从 0 开始 .如 将 问题 改 为 : 
D RK y= sinar (a> 0)E K [1,2] Lê HFF so 个 最 大 值 , 则 „ 的 取 值 范围 是 


(2) RK ?一 sinwz(w>0) 在 区 间 (1,2] 上 恰好 有 50 个 最 大 值 , 则 w 的 到 值 范围 是 


(3) RK y 一 sinwr(w>0) 在 区 间 (1.2) 上 恰好 有 50 个 最 大 值 , 则 w 的 取 值 范围 是 


应 怎么 求解 ? 

为 了 方便 起 见 , 可 用 补 的 方法 , 先 将 区 则 补 成 从 0 开始 的 完整 区 间 L0.2] 进 行 思考 、 
只 要 注意 到 端点 1,2 处 是 否 是 最 大 值 点 ,而 (0.1) 和 (1.2) 内 的 最 大 值 点 个 数 相同 , 不 难 
求 出 w 的 吧 值 范围 . 

评析 中 采用 的 是 特殊 化 策略 ,这 是 解 题 时 常用 的 一 种 策略 . 当 我 们 面临 的 是 一 道 结 
构 复杂 或 难以 人手 的 一 般 化 的 问题 时 .要 注意 从 一 般 退 到 特殊 , 先 考察 包含 在 一 般 情形 
中 的 某 些 比 较 简单 的 特殊 问题 .以 便 从 特殊 问题 的 研究 中 ,拓宽 解 题 思 路 ,发 现 原来 问题 
的 解 题 方向 或 途径 . 将 一 般 问 题 特殊 化 ,只 要 对 被 研究 的 对 象 添加 某 些 限制 或 适当 加 强 
某 此 条件, 就 可 以 得 到 各 种 不 同 的 特殊 问题 . 在 实际 解 题 时 ,可 从 特殊 值 .特殊 情形 、 特 味 
位 置 着 手 进行 ， 

例 3 (第 12 局 " 融 望 杯 "高 一 交 赛 是) 某 港口 的 水 深 3( 米 ) 是 时 间 (O24 MLL : 
小 时 ?的 晒 数 ,下 面 是 该 港口 的 水 深 表 : 


ию [е] = [5 


长 时 间 的 观察 . 描 出 的 曲线 如 图 4 -1- 2 所 未 ,经 拟 全 ,该 曲 线 可 近似 地 看 成 正弦 
sinar В MHIR. 

(1) 试 根据 数据 表 和 曲线 . 求 
ikak: 

(2) 一 般 情况 下 ,船舶 航行 时 船 底 同 海底 的 距离 不 小 于 
4.5 米 时 是 安全 的 . 如 果 某 船 的 吃水 深度 ( 船 底 与 水 面 的 距离 》 
为 ? 米 ,那么 该 船 在 什么 时 间 能 够 安全 进 港 ? 若 该 船 答 当天 安 
全 高 港 , 它 在 港内 停留 的 时 间 最 多 不 能 超过 多 长 时 间 ? (忽略 
离 港 所 需 的 时 间 ) 


Уж 


Н y= Asinot + В 的 表 


ШТ 
та-1-? 


„№ 


解 (1) 由 条 件 易 得 
А-3. ЛЕМИ T=12,B=10, 
所 以 „= ЖИД y=3sin 9-10, 
《2) ЖЮ OS, ж ЖАП Зе cutie „ИШ RE 


sein E+IOS7+4.5, 


MAES 


SUKKGR SEBAH 1:00 # 5:00 Ж 13:00 至 17,00, 

如 果 该 船 要 在 当天 离 港 , 它 可 以 在 1:00 进 港 , 伪 晚 17:00 离 港 . 故 在 港内 停留 的 时 
间 最 多 不 能 超过 16 个 小 时 

例 4 Ж sinz 一 lgx 的 解 的 个 数 . 

分 析 这 是 一 个 超越 方程 ,无 法 用 初等 方法 求 其 解 (从 而 确定 解 的 个 数 ) 

E yı = sina = fi (т), у; = gr = f, Cr) WB BEAR AY ABEE H AS (a), 
所 (xz) 图 像 的 交点 的 个 数 , 面 在 一 定 范围 内 曲线 交点 存在 性 及 其 个 数 的 讨论 又 依赖 于 函 
数 性 质 的 代数 分 析 . 

解 Фу = /(т)=зїпг.у; = (7)=1gr. 在 同一 直角 坐标 系 内 作出 这 两 个 函数 的 
图 像 ( 如 图 4- 1-3, 由 定义 域 限制 可 仅 考 虚 r> 的 部 分 ). 


та-1-3 


由 图 像 可 知 .y=sinz $ у, =1шх ($ a) (2а. 5-я). (зя). 


而 在 其 余 的 区 间 内 不 相交 ,如 果 例 4 是 一 个 填空 或 选择 题 ,到 此 就 得 到 了 解答 ,但 这 里 例 
4 完整 的 解答 还 须 借助 于 函数 性 质 的 讨论 . Ф у= Ест) = yi 一 %* 一 sinr 一 lgr, 我 们 以 区 
间 (0.x] 为 例 进行 讨论 . 


Ea 


f гє (0DE y, 
(0,1) 内 与 工 轴 无 交 


мге. 


уал 


вів <l 70—02. 


ИШ у=» —»>0,Ш у= ЕСОН У x hte [1.3 ARERR: 


M € (к). 二 sinz аа а >, = ler DBE RK. 
BID y= Ест = sin = lar N MMEA N. 


AF( $ )=sin 3 к 1—1 >0. 


F(m) = sing lg = као. 
由 函数 连续 单调 性 知 ,存在 唯一 的 r, 使 得 FC) =0, 所 以 在 区 间 (Fx) My 


F(x) 图 像 与 x 轴 有 且 仅 有 一 个 交点 . 

故 在 区 间 (0,] 内 ,y 一 F(z) 图 像 与 轴 有 且 仪 有 一 个 交点 : 即 у, = чп H y: = lar 
有 且 仅 有 一 个 交点 ,其 他 区 间 上 的 情形 可 作 类 似 讨论 

Вав. y= sinr 与 ye 一 gr tE (Fon), (21 pa]. (号 w,3x] 内 各 有 一 个 交点 ,而 
在 其 余 区 间 内 不 相交 ,所 以 原 方程 解 的 个 数 为 3. 

思考 车 将 方程 改 为: 2sinr 一 1gr, 则 它 的 根 的 个 数 是 多 少 ? 

Яз f >100 时 ,lgr>ig100= 22>2sinz MEEA z>100 8]. и у= lr 的 图 像 人 
ERM y= 2sinr 的 图 像 的 上 方 , 当 +E [1,100] 时 ,这 两 个 十 数 的 图 像 总 有 交点 , 当 
r€ (100, 十 一 ) 时 ,这 两 个 函数 的 图 像 就 没有 交点 了 ,因此 ,只 要 求 出 7€ [1.100] 上 两 个 
函数 图 像 的 交点 就 行 了 . 根据 正 效 函数 的 周期 性 可 以 算出 它们 的 交点 个 数 是 31 +. 

一 般 地 ,对 于 给 定 的 正 整 数 人 .方程 

ksinr=lgr 
的 根 的 个 数 是 多 少 ?这 是 一 个 还 未 解决 的 问题 .留待 有 兴趣 的 读者 研究 解 次 . 
例 5 EH F(z) 一 atanir 十 psinr 十 1, 旦 04) 一 5, 求 /(2x 一 4) 的 值 . 
分 析 此 题 不 是 简单 的 求 值 身 题 .还 要 求 出 呈 数 的 一 个 周期 .并 判断 奇偶 性 . 


„Ф 


解 Q gaan bsinz， 

所 以 + г) алап" (a+) +hsin (2x +r) = gtr), 

所 以 g(x) 的 一 个 周期 T—2=. 

XR «(=D Satan’ а) Hsin — x 

ЕСТЕУ 

所 以 РС) Са) FIRK 50491,80 04) 4, FE 027—4) = —4, 

所 以 f(2x—4)—g(2x—4)+1=—4+1=-—3. 

例 6 ün 是 方程 29030 一 7a 十 1 一 0 的 两 个 不 等 的 实 根 .求实 数 a 
的 值 ,使 得 对 于 任何 非 零 实数 тн. HAR Сг) = cosmar cosl] + (wr MIR t. 

M TRAN /(z) 的 最 小 正 周期 , 则 有 /(T) 一 (0), 即 созт Тусон (if + nT] 


I J leoscmrD| = 1, 
ТАА ОЯН | с a ты 


mrT=k rs 


mad Uk € Z. +0). 


ТЕОРИ Z - ШТЕТЕ ДИ m 


LEE yy tI RR. KIRE + ео ра ай) =. 


IN 1 st ERA п BEDA f tt: +50. Bk +u =0, HM HIKE sa—2=0, MD 
2 


说 明 иШ KAA ЕТ ЕЗУ 
PU AT kW. Cal “l Ж ЖОМЕ. BRE Н" $ A 0 Ж е. 
07 (2005 年 福建 省 高 考题 )F(z) 是 定义 在 只 上 以 3 为 周期 的 奇 丽 数 , 且 f(2) 一 0, 则 


MB SC = O 在 区 间 (0.6) 内 解 的 个 数 的 最 小 值 是 со 
А. 2 В. з C4 D. 7 
С С) еЗ) = Сз) да 7(z) 的 图 像 关于 点 (总 .0] 对 称 , 即 


6) =0. x Do hattm /C =0. йй /(3)= /C0) 一 0. 玫 在 一 个 周期 股 (0,3] 


3 


内 ,方程 A(x) 二 0 的 解 有 四 个 : x 二 1,x= =т= 3. 从 而 由 一 个 周期 是 3 知 在 区 间 


3,6) 内 ,方程 /C7) 一 0 的 解 有 3 个 : ire ar 


z 
的 最 小 值 是 7. 故 选 D. 
思考 ”符合 上 例 所 列 条 件 的 两 数 ff) 是 否 存在 ? 要 满足 : 
СО f(z) 的 定义 域 为 R. 


фр „ 


因此 ,方程 在 (0,6) 内 解 的 个 数 


D O HAMAR L~ жй 3. 
(3) f(z) 为 定义 域 上 的 奇 函 数 

D D=o. 

(5) 使 方程 /(x)=0 在 区 同 (0,6) 内 恰 有 7 个 解 . 
解 (用 构造 法 ) 构 造 丽 数 


(一 Asinxreos Fz. СА ЖЖ. ЄЙ). 


容易 验证 ， 
(1) (x) 的 定义 域 为 R. 
(2) /zx) 在 定义 域内 以 3 为 周期 . 


因为 f(z 十 3) 一 Asinx(7 十 3)cos Fr +3) 


一 Asxin(3x 十 nr)coax(r 十 到 了 ) 


АС sinzz) (сох Fr) 


= Азїплгсоз рл 


fr. 

所 以 /Cx) 在 定义 域内 以 3 为 周期. 

D SVARAR. 

MH С Акас жлЭсох{ = $r) АС sinzz) cos + 
HARM 

O) у=. 

O ADO 在 区 间 (0.6) 内 有 7 PWAN х=1.1.5.2,3,4,1.5.,5. 

这 时 我 们 可 以 说 /Cr)=0 在 区 同 (0,6) 内 解 的 最 小 值 为 7, 其 图 像 如 图 4 - 1-4 PR. 


Уху fC 


4-1-4 
这 样 就 给 出 了 例 7 та т ТАЗИ. 


例 8 设 大 7 是 定义 在 区 间 ( 一 一 十 ==) 上 以 2 为 周期 的 函数 ,对 EZ, 用 1, 表示 
KARIHI] CE rE N 时 .Fr 一 天. 
CD 求 /ta 在 二 上 的 解析 表达 式 ， 
(D 对 正 整数 人 , 求 集合 M= iul ENR S Sar 在 1。 上 有 两 个 不 相等 的 实 根 }. 
分 析 这 是 一 遂 令 人 感到 困惑 的 问题 , 究 其 原因 主要 是 对 1 M 这 样 的 符号 的 意义 
缺乏 了 解 . 村 于 关键 符 叶 , 如 果 感 到 抽象 和 陋 生 .了 么 有 效 的 做 法 是 将 它 的 含义 具体 化 . 
例如 “I 表示 区 间 (2k 一 1,2k 十 LETIS "I = (2k—1,2k+1]. 
MIF OR SOTE 1 LIN PER” A Н ®. Ж Z М ЖШ" Cr E SË X (E R 
(9 十 22) 上 上 以 2 ARMEAU ПГ, LL d 等 区 间 的 考察 去 探求 /(x) 在 1, 上 的 
CUES 
т DELSE: 
WE h= ASIE h MME AAF у= 的 图 像 向 有 平移 2 个 单位 ,得 
fm (r2 
SIEA y= бн 4 个 单位 ,得 
f= tras 
ИСХОК ВРАГА Е 1, = 2k 122 lt. 
усон а. 


41.63 


Mi-1-3 


/评析 BO @ LOTAR fE E 8 ME ннан R V O 0 E O, TTT 
LELA TTEA E EET ETT ө жн. ETE ESCIEN TE LEA] 
形 , 利 用 数 形 结 合 思 杷 求解 , 既 直 观 ,又 浅显 . 

MR 因 /zz) 是 以 2 为 周期 的 沂 数 ,所 以 当 kEZ 时 .2k 是 /(x) 的 一 个 周期 ,又 
Є. DRE lk усо = ШЭ? RE Z.r€ 1, ў. 7С) = Ст 260°, 

(2) RM5 lal ERE Ус) Sar 在 上 有 两 个 不 相等 的 实 根 } .同样 可 先 将 方程 
fG=ar 具体 化 为 (7 一 2k)? 二 ax. 于 是 问题 就 转化 为 使 该 方程 在 (2k 一 1,2k 十 1] 上 有 了 两 
个 不 相等 的 实 根 , 求 a 的 取 值 范围 . 

事实 上 , 令 y=ar.y=(x 一 2k)*, 朗 求 这 两 个 丙 数 图像 在 区 间 (2k 一 1,2k 十 1] 上 有 了 两 
个 不 同 的 交点 , 便 可 确定 -次 函数 > 一 az ЕРК a 的 取 值 范围 . 


ЕИ 


ШР 4-1-6, а> 
函数 y 一 ar， 


Насози O 和 点 入 (2k 二 1.1) 的 直线 的 斜率 ) 时 ， 
了 一 24)* 的 图 像 在 区 间 (2k 一 1,2k 十 1] 上 有 两 个 不 同 的 交点 . 


y 


4-1-6 


mD др. осаді 


因为 直线 OA 的 方程 为 了 一 ЗЕТ SaF 


即 所 求 集合 


EFT 


说 明 A N BEE PER E NY AMS 00 din ie p.k BS PE BAE ТЕ SL 
课本 中 光 现 成 的 概念 或 记号 .理解 这 些 卫生 .抽象 的 词 讲 ,记号 合成 为 解 题 关键 。 

在 所 本 关键 字句 时 ,如 果 水 及 的 间 语 符号 比较 岳 象 .如 本 题 .那么 将 它们 具体 化 便 
昆 一 种 有 效 的 策略 , 较 常见 的 做 法 是 从 特殊 值 入 手 .或 用 直观 几 像 来 加 以 表 : 

数学 题 往往 要 变换 概念 的 表现 形式 ,精简 命题 从 条 件 到 结论 的 中 问 环节 .分解 命 古 
的 各 项 条 件 之 问 的 联系 , 隐 去 问题 涉及 的 数学 思想 及 背景 . 因此 解 题 时 ,就 欧 要 透 过 字句 
发 气 这 些 本 质 与 规律 ,对 关键 字句 进行 仔细 推 基 . 

例 9 (2005 年 上 海 市 高 考题 ) 在 直角 坐标 平面 中 
P (3,20 PC, 2 Jk п ЖОЕ ЕШ. RF ñi F E 
对 称 点 ,As HA 关于 点 P 的 对 称 点 A. ЖА. RF. 

CU ЖАМА АЮ 

(D 当 点 A, EMER C 上 移动 时 .点 A, 的 轨迹 是 函数 y 一 7(7) 的 图 像 ,其 中 /(z) 是 
以 3 为 周期 的 周期 孝 数 ,用 当 zE (0.3] 时 . f(x) 二 lgr. 求 以 曲线 C 为 疼 像 的 函数 在 
O .4 的 解析 式 。 

СЗ) 对 任意 偶数 JH RAR I MEA LAME. 

解 DARADA 关于 点 P, 的 对 称 点 A, OBEN A, r ADA, Ж 
于 点 P, 的 对 称 点 A: 的 尝 标 为 A-(2 + rA Hy AALA, 

《2) 因为 号 人 一 人 2. ,所 以 SOONE hR C ii FE 2 个 单位 ,再 向 上 平移 4 
个 单位 得 到 . ИЖ. ШЖ C ERR y = к rtl С x(r) 是 以 3 为 周期 的 周期 函数 ， 
АМ r€ (2.178.600) = 160242) —4. FRE r€ ARH gO = 1662—10 4. 


„№ 


3 知 点 PC1,2)，P: (2.20, 
ЧОЛ ЖА, 关于 点 P, 的 
P. 的 对 称 点 . 


2.4). 


a(g. 
10 设 /zx) 是 定义 在 民 上 的 偶 函数 ,其 图 像 关于 直线 一 1 对 称 , 对 任意 r. 
se Гор ови fe F=f) + (аз). 


Daso у(+).у(+), 
CH) 证 明 /(z) 是 周期 函数 . 
分 析 (1) 从 条 件 + = fOr) * УСА fO) =2 出 发 ,类 比 联 想到 指数 函 


KAOSZ магае, /(+)=2+./(1)=2+. 
PREN ELIM лол) (5) 20. 
(2) (2) 2. 

所 以 (3) =2* , 同 理 可 得 (4) =2. 


(H) 由 题 意 ,可 类 比 联想 到 Fr) 一 cosr, 它 是 定义 在 R 上 的 偶 函 数 , 其 图 像 有 对 称 
轴 二 x,2 是 它 的 一 个 周期 ,2x 是 x 的 2 {й. 通过 类 比 可 猜测 ，/(z) 的 一 个 周期 可 能 
是 2. 


] 
有 sw=s (z) (= )=>o.re 0,1]. 


2 
вело рУ): 


所 以 др). 
a=) +=) 
所 以 дт) 


(2) 因为 y=/(zx) 的 图 像 关于 直线 + 一 1 对 称 ,所 以 
fa+n=f0-D5.r€R, 

于 是 foay= fQ2— r .r€ R. 

叉 ft) 是 偶 函 数 ,所 以 FO 0= fOr) k 
fecn=fe-mn.r€R. 

即 у) = 0220,28 

这 就 表明 OER 上 的 周期 函数 ,2 是 它 的 一 个 周期 . 

《3) 由 (1 知 ,A(z) 演 0vzE[0,1]. 因 为 


мал) (ы) [tes] 


=): [ez] 


-E 78) 
ЧТ. 


и ЛЕ: 


хэй. FC E — MBI .2 是 它 的 一 个 周期 ,所 以 


serisi) 


所 以 

/评析 抽 泉 西数 是 一 种 未 给 出 具体 解 析 式 的 西数 ,其 表达 形式 的 抽象 和 性质 的 了 
使 不 二 ,使得 直接 求解 的 办 路 常 难以 寻求 .其实 , 大量 的 抽象 函数 都 是 以 中 学 阶 公 所 学 的 
жак» кантин. пка жк жан» жан. 解 题 时 着 能 根据 题 设 条 
件 ,通过 类 比 联想, 铺 覃 出 它 可 能 为 其 种 基本 函数 或 者 与 某 种 基本 函数 具有 部 分 其 至 全 
部 的 类 似 性 质 , 然 后 从 这 一 抽象 函数 的 背景 孙 数 入手 * 就 能 变 抽象 为 具体 ,从 而 会 使 解 
жю аж. 比如 本 题 中 的 指数 函数 S= PREEK Г) сом. 

Bl BHAA EHH = ЖН Яа Pra, = 1,a, таста H 


Заал. 
97 4 


CD 求 数列 [a.} 的 通 项 公式 


《2) DM у= /ст›&@ EER r BH /‹(1+)=//(1—х),щ тє[—2,—1) 
BH, fead =log:lr+1|. REE С +a <OCnE М” ) 便 成 立 的 x 的 取 值 范围 . 

м (1) 因为 а.—а,-=а,.+3ад. 
+3а д, ›=а,.,(2+3ш.). 


+з. 


ш аі «ємо. 


D WRH ftda] f 
以 2 ЖИНИ W BRR. % 1 
当 Efo,1) 寺 ,一 2E[ 一 


Сл С Н СО 
.不 等 式 JUD +a, <O MR. 


所 以 JCD = УС 2) = logs |62 2911 Пов |r = 1| = log (1—4). 
CETS 

ША | HE ТТТ 

аа mla, 


W f) +a <O. Сг) а, 在 [0,1) 上 恒 成 立 ,只 须 /сх)<—1,Ш 
log:(1—7)<—1, 


саа 
解 得 з=. 


RY у= ЛСА CAN rE (1,000, Уст) ове (l+), 
同上 有 Пока, 


HF fO k pA 2 3839098 98 Ж. РАЖ. Е f(r) + a, <0(n€ N” ) 恒 成 立 的 自 变 
Ж с 的 取 值 范围 是 


人 zl-I+ak<z< 一 


例 12 (2007 年 全 国联 标题) 设 示 数 /(z) 对 所 有 的 实数 r BRE f (r +27) = 
Гс. 存在 4 个 请 数 /.(7)( 一 1,2.3.4) 满 足 : 


а. 


HUEZ) g [zi 去 +24<r<1+2kkE2、 


С) 对 = 1.2.3.4. (OEREN B HES E rH artos 
(2) 对 任意 的 实数 了 ,有 С СО f, Gr)cosr + /, Стів f,Cr)sin2 z, 


А W лоя 8 
EM eg ДОС qa OID W fam gD FRO, B 


AKCz) 是 偶 丽 数 ,hKz) 是 奇 函 数 ,对 任意 的 1ER gaH =g) ,А(т+2я) = h(a), Ф 
ngl tglt) 
Ше 1 я 


E(x) grt z 
б); £ asas 


2cosr 
f= = 
°. =k 
ПЕТРЕ 
اس‎ mr 天 kx 
lo. =k 
MELTS 
لسر‎ Фэн 2 


Еа 

容易 验证 /x) (i=1,2.3.4) 是 偶 函 数 . 且 对 任意 的 TER,f (r+ 一 JC) (i 一 1， 
2,3,0). 

ТЕНЕ ВИ r€ RH f, (0+ /:Сг)сохг= glr). 


M rk FR BERRI: 


тн Н.Я С Соколе = уух) ООС , 


о (н) (200) 


(trt 5) со, 
HERM r€ Rf. (D+ Сосони к\т). 
下 面 证 明 对 任意 的 z€ R.#f f sinr + fi Сона АСР. 


当 rê Ent. ERIE: 


тАк Mf hO) =h(kR) =А(Ёх—2Ёх) АС kx) = —h lkr) REY АС) АО) =0, 
而 此 时 f Стайл + f Со кіпа =0. АС) = fy (sin + f, Cr)sin2rs 


„Ф 


+= (t+ 


ЛС) sinz = кс. fi Cx sin2z = 0, ATR h(x) = 


fsinrt filr) * sin2z. 
于 是 ,对 任意 的 r€ RR NOD = f (Dsinz+ f, Gr)sin2 z, 
综 上 所 述 ,结论 得 证 . 
说 明 1994 年 有 这 样 一 道 高 考题 : 
定义 在 (一 ee, 十 ce) 上 的 任意 函数 f(z) 都 可 以 表示 成 一 个 奇 函数 g&(z) 和 一 个 偶 函 
BADZA, 如果 DRAY +1) ео, +оо), А èi 
А. g= r hDg +107 +2) 


B. g= ао HDH JAD 0100 0—2] 


©. або) АС 00" +) 


D. асо) Аа ао +D+ + 


受 这 道 高 考题 的 启示 ,注意 到 f (т) + fs Cr) созт 为 偶 丽 数 , f, Cr) sinz + 
Sesin r 0 ff К, ОГА. 

巧 恩 妙 解 ” 由 条 件 (1) ,得 С) Satar), 

LRP r EH ri 

SADE С) ка). 

所 以 Ру Сл +) /,(а—хэй=1,2,3,4). 

在 条 件 (2) 中 ,分 别 用 х. клк КИ x7 НАА Сто 9 
式 ,得 


[fG)= D+ fs Соке ln)sinrt f(r)sin2r, 
FDE С fi eosr— f,(z)sinz— fr)sin2r, 
fit r) = у fstz)cosr— fy Світа + f(x)sin2r, 
скл) С frGrycosr + f,Gr)sinz Ў, СхЭзїп®л. 
0+0+@+Ф.0+0-@-Ф.0-0-0+Ф.0-0+0-0Ф.8 
(А ВС Се far), 
ал, сезесин), 
Af Эп С) fitr) к), 
тыи 


eeee 


ü = fu fee Gn + fem 
所 以 ло а ` ° 
[LDH afat аа 
j tnat (aint), © 
Ф 
Of клу бя), 
мот] ا‎ Сект). ® 
О(г = т), ® 
[0= f+ firt) fer ү kk 
Р Е (t). ° 
ww _ш 
(=). Ф 
其 中 EZ 
总 然 , 当 f. (i 一 D.O. Or, AEREO) (2). 
БР! ССО .四 .加 .加 时 ,验证 其 满足 条 件 (1).(2) 同 基本 解 
法 , 略 : 


例 13 (1999 年 MO 预选 题 ) 假 设 每 个 整数 被 染 上 红 、 茧 、 绿 或 黄色 中 的 一 种 ,ry 是 
奇数 , 且 |z| 天 |>|, 证 明 存在 两 个 同色 的 整数 ,它们 的 差 等 于 .yr+y 或 + 一 y 中 的 一 个 . 

证 明 假设 存在 一 个 颜色 函数 f: Z— R.B,G.Y) ,使 得 对 任意 整数 a, 有 

аза rat уау) IR.B.G.Y), 
其 中 只 表示 红色 ,有 表示 蓝 色 ,G 表 不 绿色.Y 表示 黄色 . 设 g: ZX ZIR, BGY). R 
gD Efirtjy). 

于 是 ,在 平面 直角 坐标 系 中 的 每 个 单位 正方 形 的 顶点 有 四 种 不 同 的 颜色 

COD 如果 存在 一 列 整 数 对 iXZ, 使 得 g|,.z 不 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 则 存在 一 行 
整数 对 ZXj ,使 得 x12, 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 


实际 上 ,如 果 1,-z 不 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 则 在 这 一 列 中 一 定 有 三 个 相 邻 的 整 
Y RYR 
ммен. Ж Et 5 B. 考虑 与 之 相 令 的 单位 正方 形 的 顶点 ,有 GBGR ,进而 有 


ҮКҮ 
ҮКҮКҮ 


BGBGB 等 . 于 是 .我 们 得 到 三 行 整数 对 ,使 得 z PHU fE k — {т E O R ОЕШ 2 Yy JM 
RYRYR 


期 的 周期 函数 . 
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(D 如 果 对 于 一 个 整数 i,g; 一 g1z-; 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 则 对 每 一 个 JEZ， 
g. = gl z; 2 为 周期 的 周期 函数 . F ;=;j(mod 2), 则 g, WERS g: 的 值 域 相同 ; 若 i 
3) Стой 2), 则 z, 的 值 域 为 与 g, 的 值 域 相 异 的 另 两 个 值 、 

实际 上 ,对 于 第 i 行 上 的 整 点 .不 妨 假设 为 …RBRBRB… 


运用 单位 正方 形 顶 点 的 性 


“RBRBR. .RBRBR-- 

对 于 第 i 行 下 面 的 情况 ,可 以 得 到 同样 的 结论 . 

改变 行 和 列 可 得 与 (1) (2) 同 样 的 结论 . 假设 行 是 以 2 为 周期 的 , 且 k(0,0) = К. 
Rg(1,0)=B, 于 是 gC(y.0) 三 B. 其 中 y 是 奇数 . 若 -为 奇数 , 则 gX rD (У.С). HF 
Cys0) = fry) = (0), FR. 

设 会 奇数 个 元 素 的 子 集 为 XM X, 与 X: 的 并 集 便 是 一 个 奇 子 集 . 反之 ,5, 的 任 一 
奇 子 集 可 写成 X, 与 X, 之 并 . 

X, 的 取 法 有 2 种 . 

Х, 的 取 法 有 

CI+CI+ 


“十 CY 101-1 是 不 大 于 1 的 最 大 奇数 ) 
(OHO + +O) 


1D. 


于 是 


Ф‏ ا 
由 四 式 知‏ 


hma, m2. 
(3) 设 A.(B,) 表 示 S. 中 全 体 奇 ( 偶 ) 子 集 容量 之 和 
# HANGS). 
S, MRA E FR HF AMRF RAR: O S. WEFR. О S. ,的 每 一 个 偶 子 集 
与 集 (mn} 的 并 .于 是 
А.А. 十 (B tnb.) =A, +В, +n ° 2777, (由 (1) 的 结论 ) ° 
类 似 可 得 
в,=В,.\+ (А, нга, DZA +B... +a. 2, Ф 
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HEROD. 


B, 
车 是 偶数 (n 宇 4)、 


S. 的 所 有 奇 子 集 可 由 下 列 两 类 子 集 组 成 : DS._, 的 所 有 奇 子 集 ;四 S，, 的 每 一 个 奇 
集 与 集 {n} 的 并 . 于 是 


A =A tA ine =2A, Fn e2, @ 


类 似 可 得 

B.=2B. ++ 2°, ® 
ї@,®@ А, В. ，, 便 得 
综 上 所 述 ,证 得 ,对 任何 m3,A。 
(4) X fE S. 的 余 集 记 为 X, 则 X 与 X 的 容量 之 和 等 于 S. 的 容量 , 即 1 十 2 十 … 十 几 


Tn D. 因 此 ,S, 中 所 有 子 集 的 容量 之 和 是 


2s nt = о. 
A A, = B. 


enint D= n+) n>3. 


WE BONS 


1. 着 y 一 7(2z) 的 图 像 关于 直线 I=L у=} OSOAN /Cr) 的 一 个 周期 为 
‹ ) 
B. 20-а) 


D. 46-а) 


2. (2006 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 浙江 省 预赛 试题 ) 设 /(m) 为 正 整 数 m( 十 进 制 ) 的 

各 位 上 数字 的 平方 之 和 ,比如 (123) 一 下 十 于 十 玉 一 14, 记 / (л) = fim), (н) = 

УСО) ,上 三 112,3,…*, 则 os(2006) 的 值 是 c › 
А. 20 B. 4 с.а? D. 145 
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3. (第 8 局 "希望 杯 "高 二 竞赛 题 ) 方 程 cosr 一 z 十 sinr 的 实 根 个 数 是 ©’ 
AF EF С. з D. 4 

4, 0001 年 福建 省 竟 赛 题 ) 两 个 周期 函数 yi ,ys # B ЕШ Җ# ЙЯ a,b, Я b= na 

(or3>2，n 为 整数 ). DREK утуу BA ENN BLA Ef WW. <a, 

arvva<<t<bn，et 一 加,i> 加 中 ,不 可 能 出 现 的 情形 的 个 数 是 0: 
A.1 в. 2 сз D.4 

5. (第 12 ARRA ЯМЕ BBR /(z) 一 Asin(wr 十 g),A,pER' . E 


оова TE (Ppp) ЖЕК яжинийе якин C › 


А. 311 B. 312 С. 313 D. 314 
6. 已 知 在 函数 7(r) 一 2VSsin pF ABR Е.И RN Ж ® НЕ 
2 十 六 三 RI 上 , 则 /(x) 的 最 小 正 周期 为 с › 
A.8 B. 4 c£ D. 1 


w 


7. 函数 y= 20 (x + 至 )eos( )+VSsin2r 的 最 大 僵 和 最 小 正 周期 之 和 为 


8， 偶 函数 у= ODMR IRA RIKER AFR A 1=2 1%. 已 知 GE( 一 2.2) 时 ， 
fad = 一 性 十 1, 则 在 区 全 (4A 一 2,4A 十 2)(kEZ) 上 /(z) 的 解析 式 为 

9. HR Сг) |sinz| 十 sint27r 十 |cosz| 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 等 于 

10，/(x) 是 定义 在 民 上 的 偶 务 数 ,f(z 十 DD 一 /(z 一 ,Sr2 时 ， Тс = log 
Са0,а #1008 ISS 时 ODMH RE 


м, "高 二 =i + ا‎ 
11. СТАДИ RFMD E ft у= sinr + cos: +” *^%* 


+ ,最 小 合 等 二 

.定义 在 及 上 的 函数 /(x), 它 的 力 像 既 关 于 直线 x 二 1 对 称 ,又 满足 /(6 一 +) 一 
fO). 8 FEC“, fOr) = а? — 2, iê 1, = [АЁ—1,44#+3](ЁЄ Ж). pR š t 
уол (a> B ав е SER A F> DH BRN Я ЖИИ А.И a 
HRAMA _. 


ETE ай o= | се>о.а>ою›я ж йак вяже ЕЁ »ятк. 


14. (第 6 局 "希望 杯 "高 一 竞赛 题 ) 函 数 y= ОЕ ВЕЙ, - МИЙА 
MEK. Ж rE[2,3] 时 ,f(z) 二 x 一 1, 在 y 三 /(x) 的 图 你 上 有 两 点 妨 .B, 它 们 的 纵 举 标 相 
等 (A 点 在 B 点 的 左 廊 ), 权 从 标 都 在 区 间 [1,3] 上 ,定点 的 化 标 为 (0,a), 其 中 a>2, 求 
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ДАВС 面积 的 最 大 值 (用 а RF). 

15. BWAR SERRE Ууу =27 (EE) (2) н созо. 
fO) =0. 

(1) 求证 F(z) 是 周期 函数 : 

(2) 当 nEN(n 二 0,1,2,…) 时 , 求 fn) 的 解析 式 . 

16. Жа, E FI Feet" 的 个 位 数字 ,一 1,2.3,…，, 试 证 0. aara 
ян. 

17. # сю =|1—2х|,кЄ[0,1],% 


"E 


FDE уст) ра рО) f(r) = 
РС SA DESSARRA E Л.с kr 在 [0,1] 上 有 几 个 根 ? 


18. (1999 年 IMO 预选 题 ) 设 S 是 所 有 满足 下 列 条 件 的 素数 户 组 成 的 集合 : гюл 


数 部 分 中 最 小 循环 节 中 数码 的 个 数 是 3 的 倍数 , 即 对 于 每 个 pE S, 存 在 最 小 的 正 整数 /一 
кср). в 


对 于 每 个 PE S 和 任意 整数 之 1 RX S, p а а кы Балан. 

(1) 证 明 集合 S 中 有 无 穷 多 个 元 素 

(2) ТАРІ 及 PE S, 求 f DARK. 

19. (1991 年 亚太 地 区 竞赛 题 ) 课 问 休息 时 ,nn3>2) 个 学 生 国 着 老师 坐 成 一 围 做 游 
戏 ,老师 按 乾 叶 针 方向 并 按 下 列 规则 给 学 生发 糖 : LAREN RNY 
生 给 下 一 个 学 生 一 块 ,再 隔 2 个 学 生 痊 下 一 个 学 生 一 块 ,再 也 3 个 学 生 给 下 一 个 学 生 一 
块 ,如 此 继续 下 去 . 试 确定 mn 的 什 , 使 最 后 (也 许 绕 许多 图 ) 所 有 学 生 每 人 至 少 有 一 
AR. 

20. ЖА Æ n23: 
PEDESE 2,3. 
从 的 映射 三 的 个 数 - 


当 /(z) 是 入 到 A 的 映射 时 ,规定 : С) = ССО), 
求 满足 条 件 / (x) 是 常数 桓 "(x) 不 是 常数 的 和 到 


第 1 讲 函数 的 周期 性 


1 周期 函数 的 定义 


【能 力 训练 了 

Lb 

LB со.) Уйа. 

3. C MRE. r xs HEB мина C. 

4. D 要 求 当 rE( 一 T.0) 时 СОНК E E Н ЕСО, Т) ,由 最 小 正 周期 为 可 得 ， 


ec Tm. 
у= re+m 
此 时 є+тє‹ө,т›. 
Т Ту суе OT. 


ray ERIM у= ст T. Mk D. 
s. C 击 疼 像 可 知 , 当 zm0 时 ,y 一 1 所 以 
алар. 


因为 


所 以 


南 给 出 的 四 个 选项 可 知 , EHLE 


# =2. 
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由 图 像 可 以 明显 看 出 一 


Panama. с. 


6B 此 题 显然 应 用 已 知 等 式 推导 出 函数 的 周期 ,才能 得 出 正确 结论 
а +2. О у) f+ Нш a+ 
аб) = (a= fO rE RAR CED 6 为 周期 的 周期 两 数 - 
A=/G+9= +3) у) 09. В. 
LAP CDRH RM E. B EBYS xl. FO + gO SDO FERI MR 
数 ,事实 上 , 若 FD 二 ktz) 为 周期 函 孝 , 工 为 一 个 周期 , 则 对 任意 TERR, 有 
УТУ Ту усу кб). Ф 
EDHE ADA СТО SOHRO =0. H ADRO DZOA f(T =0,к‹ T=. 
СТУ О f T= kxtk 为 整数 ), 由 к Т) 0 iE T= mkm WEBO LA m= kr FR. 
MAE At ztz) 不 是 周期 画 数 - 
ө. сое Тою аа 1 - 1 я. 
可 用 归纳 法 求解 
HEKO.) ,f(D = 
在 区 间 [1,29 上 ,f= 一 ls 
«к?з Ест 28 


ИС 00 Еа 


fO.r€ R.WJ 


在 区 间 [ 一 2, 一 D 上 /tm)=r+2-z 一 (一 2 
所 以 f(0 его Ж. Є [ЕЁ +1). 

9. (归纳 法 ) 

enm[o $) вуса 
ака) Есю msin(a= $) 
ака) k ossia) 
као) к. /сю=на[+—(—{)], 
在 区 辣 [一 ,一 至) 上 -Je0=sio[ (к) Jı 


оаа +1) Болсон) вед. 
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ш. (20) (10) (P) ажо уа уа nD = уау. eso, m 


0 уа + f~ =o a+ 
所 以 /OQ+2= fO. 
由 此 可 知 ， NN 


тии) СР) С) (а) (2) (8) (9). 
малоо кажан о<1<2 0-1, 


ma (2) (2) (6) яш (202) 


—ra-n=rue-5, 


AR$). 


її, ОЕА E, pl < ik zsing 一 1 从 而 有 sin 


"ч војевања ча ун i sin (nw КЕИ 


ак анато CELI 


37 


20<124<26. 
HY BE ZIBIL k2. HLS = 2 ОКВ АНЬ RN у= 2sin(2r+ E), 
12. 由 点 A. B.C 在 曲线 上 ,可 得 
Asiag=2. ° 
Ал ( а) о. ° 
Asin(3mw 十 P) = Ф 
той ЕТЕТ 
因为 点 A(0,2) 与 B(3, 一 2) 在 同一 个 周期 内 ,所 以 最 小 正 周期 T> 至 >3, 由 此 可 得 
<< зо< کی ت‎ 
аста: 


носеа O< + gh св, 
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由 此 可 知 入 一 1 或 和 一 2. 


inwte) + sing=0, @ 


从 而 可 得 


E ar 
Ио к. а 


һр 


F.H p= КАФКИ 


АШАН AI о FRA pta uf) =>. Орск FR. 


因此 ,符合 条 件 的 函数 表达 式 只 有 y=4sin( r+ T 


аз. d G= [с 1а gadr. 

а rt ио) DHS DHH- IDH aD H. 

ЗР ас DAUD асе DSR 

Ж DSA HDS HOSE HDS DERG + DSC. 

所 以 с =). gtz) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 ,又 2(1) =1,М (200251. 

评析 此 是 表面 上 看 是 求 函数 值 ,实际 上 关键 是 由 题目 所 给 条 件 推 得 5(z) 是 周期 为 1 的 周期 函数 
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ЕЕЕ: 


即 可 获 角 
14. 这 是 一 个 y=Asintwr+g) 模 的 画 数 .处 理 本 是 的 关键 是 周期 ,如 在 给 定 的 区 间 内 究竟 有 儿 个 


周期 ,区 间 长 度 是 多少, 这些 部 是 需要 我 们 加 以 解决 的 . атая T= gp ,区 间 长 度 为 ro+ 3) = 


SMF RE y 的 最 大 值 ,从 面 每 一周 期 内 出 现 羡 值 有 2 次, 出现 4 次 应 有 2 个 周期 ,出 现 8 次 应 有 
ат>з. 
ara," 

6 


tm. FE | 


55. 
FIST 
Ж mE N. PRD m=2 90 3. 


s pe 
maž CETE 


D 假设 соавт, РА HEE суо, 


+T 


MEAM т ЖМ. LEPR + 一 一 ,左边 无 意义 .而 各: 


说 明 假设 不 真 ,7(z 


и-и. 


ж LENSER THREE XO Н ФАИ. ш. fC) = sin E OE N> D 


(2) 设 {сий РЕ ТО Еа r€ RH ЛС T) Со) sinar t ТО 一 
кш? sesin + T)? — sina =0, 和 着 化 积 、 


за(те П) тож]. 
得 жа(т,+Т)=о, ® 


或 [тоъ ]-о. ° 


MON sinc Tens St eo Tin соат 


an it. KRE BH 


FER an Та) 一 一 tan Ek > Т ЖҮН. 


同 理 对 思 可 得 cott +T о ТАЕ А. 

Ék У = sina? Ж НОНЕ. 

(3) 两 数 的 定义 域 是 [0, +оо) E E RE FF ik /(z) = sin УНИИ Т.Ш 工 必 为 正 值 , 且 
йй ОТО fC. sin УГЕТ= ма И-й 2>0 йл. 


по 


Т-каєю Ф 
sin VIT=sin YT =o 
ITEE em о 


HE EN FERDJER EMO. 
所 以 假设 不 成 立 , КК y= sin JFK EMMI E. 


2 象 称 函 数 的 周期 性 


【能 力 训练 】 
1. BM 20 СУНГА И 7(z) 是 以 4 为 周期 的 周期 函数 ,又 7() 是 定义 在 只 上 的 
WARAH (0= 7(2) 一 太一 2) 一 一 7(2) 一 0, 选 及 


c т»щанхт›шик.ия@т@ y= оо 关于 直线 了 ажан /(У7-,)- 


(E +r). es = [$+ (+.))- ТАТ 


жуас. 
зв ЕЗ И AD 一 一 /(z)。 7(z 十 2) 一 
=J 
MASAH == fOr +2 = fe, 
душ) = зб rs D. 


所 以 当 一 0 时 ,ftr) = r. 
MISSI. 165-261. FD 一 -tr 一 2) = ы 
-«-®. 


BAM: FD ашта А. REBIR ш 1-2 PR. Ik 1(7.5) = f(3.5) = 
ж-о) = —0.5. 

4. C BEMAR y= Zinar ро 0. 0< p< 
анса +p) = 2sin(— ш +). 

ЖЕРШ sinurcosp + cosar sing = sinarcosg = rosar sing» 


А 


sina cong = 0, sinar # 0. Ш cosp = 0,0 < ¢ < alk ¢ =}. 


这 样题 给 函数 为 ， 一 2sin (ur 


$) =- 2eosar 


1 


A Pir MIEN AD ~ 2,АС 一 2V5, 所 以 CD = 2. RR АИВ ЕЮ Жн ШОМ ТЕЛ 
2eos "рл. KMRL RHE EN r = 4. C. 


уф аав = 1... 
S.B Afat # f+ 1990) у 


то 
Уо 是 一 个 周期 为 1998 лий. 

因为 ftz) = /‹1998+ т) = /[999 + (999 + 0] 

=/[999 — (999+ n) = fn, 

M/C = fO y= А.Е B. 

6. HI 020—0) = = /(20+ 8 /(0— т) + f(20+ =o: 
(20.08: Rh OOF = FOO гш. УСВОИ X F kt r= 10 对 称 , 知 丽 数 /(7) 是 周 
MAB АВ MW Таста) 一 40. LHD 740—0 + fU) =0, Ст) + f(r) = 0. 
以 函数 (OX RA йт КЕС. 

T 0.3. MRSA HDS) fOe D.B у= ЕТЕТ 
т-м. 


于 是 1(8.6) = f0. 


+Ë 719982) 一 /Cr) 可知》 一 


加 ,所 以 函数 /6z) 的 图像 关于 点 


та 
8 此 是 必须 利用 已 知 条 件 推出 函数 的 一 个 周期 , 方 能 优化 求解 . 
对 任意 тєн # +D 02—00) CC = fu WD fonti 2 为 周期 的 函数 
由 ССУД Я РЄ Го. 1] 时 ,7(z) 一 二 .所 以 EL, A =r Ir 
QEDEH Ir WEI 又 FOE 2 HAMARRE Sr) О 20 = (r= 28)", 
MIA 28 СОЊЕ DN ут) (r= 28), 
э. MINRE EET ETES E 


pte ze[~2, 一 中 ， 
zeio] 


fr 


[3+tz+D， =‏ رر پچ 


lasat ох 


зєї-1.о]. 
1€ 0.1). 

所 以 Km =3—1т+1!,гЄ[—2.07. 

10. REE. +4) = 一 /Cr 二 2) = FUDD f(z) BEL 4 为 周期 的 周期 函数 


нямото = refl /Cr) яав а онус = Та. 
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+. igrel. 


инно) 可 得 f(D = a 
r+. <<a 


又 因为 /(z) 是 以 4 为 周 


期 的 周期 汲 数 ,所 以 也 有 f(s 一 1 一 一 TG € 如 .所 以 答案 为 | 一 4 一 1, Gk € Z), 


алаг + 
FI 


їз. fG) = asinar + cosar = Ja FT ( 


сом) 


1 
LEN 


= V FTsintar + ө). (XEF p = aren. a >0) 


ТАТЕ у Va TT. 
由 уса) 的 图 从 与 gtz) 的 图 像 图 成 的 封闭 放 形 的 对 称 性 ( 即 图 1-5 中 
的 阴影 部 分 ), 可 将 这 图 形 割 补 万 长 为 下 , 宽 为 VF 了 的 长 方形 。 


改 它 的 面积 是 2 AFT. 


з. шай o 的 图 像 关于 点 (一 卫 ，0 ) 成 中 心 对 称 可 知 .1(z) = 一 了 (一 一半 


т) +). 


又 Jr = (r+ Ф) н f(z 
MN fC r) =}, 
3 
?) 


二 f+) = [е 4 

所 以 .f(x) йш 3 тиен. 

Амар = AD = 1, f(D = fD = fD = 1, f(3) = f(0) =— 

ж FOD + F(2) + === + у‹2оов› = 669[ CD + /‹2› + f(3] + 702008) = f(2008) = fOD = 1, 

аз. 由 于 DORMER CC = fC, 

又 其 图 像 关于 =l и. (+ Оо FE У N+] (+J 
=F n< fe, 

MAOR 2 为 一 个 周期 的 周期 函数 .得 /(0) 一 (2) 一 V5,701) 一 7(3) 一 Y3, 并 可 给 出 vE[o, 1] 
ERR y= Fr) 关于 了 答对 称 , 故 可 挫 出 xE[ 一 1, 0] 上 的 草图 ,从 而 可 绘 出 y= 7(z) 在 一 个 周期 
[一 1, UW т. ний ию. y= (OS 1-6 BR. 


о) лә). 


из 


14. 因为 丽 数 С 的 图 像 关于 两 点 (a. D Ст. D В ЯЕЦ АГАВ f(7) + f(2 — = 2b, f(r) 
+ fim — z) = n ARHAR fm — т) — а r) 一 2a 一 26, 令 4 Dm rM x = 2m— r tA 
上 上 式 得 FD 一 /‹га—2т+ 0 = 2 — 26,80 /[ 26а md] = f(a) + 20 nD. 

у = И ktam m] ЗМ D » = fr + 200 — D(a m +2(a—mJ= Иа 20 (a 
ню] +200) = у, +206 m BEL ya 一 206 一 为 常数 ,可 见 两 数值 > = /[r + 2k(a 
一 m) € D 构成 的 数列 1y,) 是 等 基数 列 . 且 公差 是 265 一 
这 个 结论 在 重 数 与 数列 之 间架 起 了 一 座 桥 村 
15. э [а +) = 72+ Cr 一 D] и f= = /1— т). 
fe 的 图 像 关于 直线 一 1 对称、 

DANI Sr SIMD = 2. 
mre l-1 lM OD = + D1 = = f(2 — n = 


аж = Я 


¥ x € (3. 51.22 [1. 3], 则 ye) 一 一 2) = е4 
яи ко (7679610 
la». rela. 
(3) fr +o =— flr +2) = fent у = FCD 是 以 4 为 周期 的 函数 
所 以 (yly= Der E в) = ly ly = DMS 5). 
因为 /Cn ЕТТ. 31 上 是 减 函数 ,所 以 在 [1. 31 Е.—1 < fC < 1, х Со #3. 5] Ей. 
所 以 在 [3， 5] Б, fe) S LRA FCD MAHTI, 1], 即 7(z) |< efe A С.а < L. 


з 范 数 方程 解 的 周期 性 


【能 力 训练 】 
L C вла 


可 知 函 数 (7 是 以 4 为 周期 的 其 期 消 数 ,所 以 /(5) == /1 


Firî 
1 


устр CF1 /с—5›=/с-1› - 


2D f+ 


йс. 


FD 
r++] 


+ Уй TAFDT 


VFD TOF 


Pz L J 
Мз +U] 
я = орж 

3+ тастар 
гутта > 


тото] 


А 
1- 


所 以 [се +2) = ++[e-+] оз. E Fr) 的 一 个 周期 ,从 而 
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fan = ахои = JC D = Lita p. 


3. D 将 rf 一 2 代 兰 式 中 的 +. 则 有 f(D 二 f(r 一 和 ) 二 f(z 一 2), 于 是 f(r 十 2)= 
FHES Ут) ,所 以 fer 12)= fOr) Ж D. 

Ë BOB 12 是 f(z) 的 最 小 正 周期 .这 是 不 对 的 . 如 当 f(r) 二 0 时 ,12 只 是 它 的 一 个 周期 

LB Й Ц УС 2= fOr). 

MAREA- ODF, Ф r=0.88— 7700) = f (0. 三 00) 一 0. 

СОЕ R ЕШ 5 ЖЕЙ. г +5) = f(x), z€ R RF. 三 (z 十 5 
ЩИ. & 7 (5= 770020. Ж B. 

SD МЕРЛО R ЕУ UH r€ Rf Dm flr), т=0.ф} 700) = — (0) k 

RAA TAMMA -DAD = (0) =a, 

ADEL TINE DEH — PM, EW (7) 在 [9, TEMER. h WP СЕ 
ОЕА ОНЕУ COL 了 为 周期 矛盾 . 选 D. 
* D um n+ =2/( 2) (252) Ф 
EDHE- 0.1 2701 


EE /(F)=0 FMF A m. 分 别管 换 四 中 的 了 和 y 得 


f(r 一 4), 可 得 


CD FLETES 


го 


LAOT ,四 为 fo)>0. 所 以 (~ 1, Ф 


н) ноар) о) 


тиф) 


fens Ф 
тиф о (е) (к) сои payku x 2 MINN 
ман. ар. 
т. ШМ до AWA ТЕТО ЕНЕВ т € RR, 有 f(x 十 T) = G). ANE 


тыя ге кту = /(ат=+)= [r] 


LETA 


so т-ти! 5. 


8. 9997. MA п AE Rñ 2009 和 ! idt GE EE HE AE RUE E и жже. BADE PEE R /( ший. 


由 条 伴 知 FLz) 2 Uk f(r +2) = 一 一 
irit 
T> fî П 
TIER RD 
[БЕЛ 


т 


T-1=0 解 得 了 fem R T> o. т = ШУ 


museto EE 


+ 1 +8 = = 
шоко = UED = gr pp T В = JOD у = 702) 是 周期 为 8 


FD 
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的 函数 ,从 而 у‹2009› = fO + 8 x 251) = f(D = 9997. 

э. з. саз = += DJ = 1-6-0] 2—0 = 80—600] = /[8—(—6— 
ээ] = جهن‎ 

根据 周期 的 定义 知 丁 过 14, 图 1 -7 是 符合 条 件 .周期 为 14 的 函数 图 像 


故 丁 的 最 大 值 为 14. 

说 明 此 题 采用 举例 验证 的 方法 说 明 周期 的 最 大 值 为 14. 这 种 例证 法 在 竟 赛 中 也 经 常 出 现 ,有 
利于 增 养 思维 的 独创 性 . 

10, 1, 以 x 一 2007 代 换 所 给 美 系 式 中 之 了 ,得 o= fU D+ firs + D. Ф 

W HMR r HDE а ° 

南 亿 .外相 加 得 /Cr 一 1) 十 7(z+2) 一 0 

DL rT 1 WR r. SOHADA F(r+3) 一 一 /Cr) f(r +m УСЗ) +8] г 
+= G ,所 以 fr) 是 周期 函数 ,6 是 它 的 一 个 周期 . 所 以 72007) = f(6 X 334+3) = f(3, 


ж POIDO SOD- چ‎ 


说 明 KERCIM Ж, EMRE y= ODE OWE 1) = fra)? Уа) MWAN у= 
оона. 
EM 因为 对 任意 的 ERA 


1. Kî 702007) f=. 


Усуба + fata), Ф 
“ уса) = реда) fe. ° 
四 + 加 得 азу = Jr) ура раа), 

ПШ уо +ба›= еба 3a) = Уе За) = Р За За) = f(r. 

MAR y= ODE 只 ) 是 周期 函数 ,6a 是 它 的 一 个 周期 


и. 0. 由 FI 二 站 一 763 一 总 得 А) УС) ВЕЩ Fr+2) 一 一 /Cr) ,得 一 个 周期 T= 
ууа =0 уа) + Gy =0./GD+ fa =0.— HADH + 000) = 0 


тоннан» (а) (а р) то Ф 


аз. BAMAR. hF cos EOG y 
DPH r+ a r 


дъ) 


加 -得 ло) =l 


116 


m feta = fn 

所 以 fO Йй. E TM 2x. 

13. EM firtl +b) — (a, +60] = flar + (r+, — 
= fh: — (r +b, —aı —b)] 

а + (x +) 

-Ah +в] =— о 

f[rt2G +з — 2a, +] =— Иа Car +з ба tb)] == Î fen] = уба. 

AM, flx + 26а +b) lar 0) = fe, 

所 以 f(x) 基 周 期 函数 ,2 | (as + hO 一 (ai +b) | 为 其 一 正 周期 


2 


M т fato = {ДЕ REN (2) 


am ТОТ y = anr 的 最 小 正 周期 了 = x = ба ВО АГАВ f(z) 是 一 个 周期 为 44 MARL. 


EEE С 


97 Ep, акла ai 
Mfuta = ÊDIN at = Соса +a] = Даа п 


AM ++ ta) = Ис + 2a) +24] =— уу 


тий. 

说 明 高 度 的 抽象 是 数学 的 一 个 基本 特点 . 本 题 给 出 的 数学 问题 较 抽 象 , 不 易 发 现 其 内 在 的 联系 和 
规律 ,这 里 我 们 结合 具体 数学 情境 ,联系 已 学 知识 ,建立 模型 , 便 可 以 化 抽象 为 具体 自 迪 解 题 思 路 ,找到 
解决 问题 的 突破 口 ， 

15. 因为 对 任何 z € RR, 有 


= fa ,所 以 FG) IEAA R vda 是 它 的 


е) ло = (+ )+ (+ 


ж 
л) о sls 08) (06) lati) (+) 
8) 
y 
4(«+@-лә- («+ )- («+ Ф 
同样 ,有 
п) в) («++ И1)- («+ &)- («+ )- (++) 
-= е8) д8 
即 


ЕЕЕ ТУЕ ТЕТ 


+ («+ )- го. o 
ADDA 
(«+ - rm = (z+ )- Ди) Өн («+ 
= К) 
" пажа f = Ja + f+. 


BI. um = FU) + [уа + D — fa) 对 所 有 mE N° 成 立 
МНН r € В, | OD 11. УСО HR MRR f(r + D — fo = 0. 
因此 对 所 有 € RSO +1) = FCD, FCD 为 周期 函数 


第 2 讲 周期 函数 的 最 小 正 周期 
1 求 函数 最 小 正 周期 的 基本 方法 


【能 力 训练 

L B y= sinir = 1 — cot REEM T = x. Uk B. 

2. D ЖИГ y= tmnz, 不 要 认为 最 小 正 周期 为 =. r = OB. ЕХ Че x, 
BERL AH B. 


3D JET) = fU Baint trt T) Heos АТО = intr cost rt Ir = О, sin! ТА сок T 


LERR,T = -E RE R нн. ERYRI MIER ABC. i$ D. 


4B оия-1<ча(ы +4 )<1. 
жи س‎ + (“|1 
因为 FEAT = 各 ,所 以 w 


XW. 从 用 像 上 看 , М sin(or 十 可) 一 1 BBE + W F B 5 z атш. 所 以 曲线 


(э + 5) | ne 2 REA ESS 2 钠 相 切 ,所 以 函数 ， тилни T = E. душат 
ЕЗЕТ 


说 明 一 般 地 ,3 


sinter +g) +e | Cw > MAR. 


оз. МЕНИ, ч со]. 


最 小 正则 期 的 为 2=. 有 兴趣 的 该 者 可 自行 证 明 - 
5A 画 出 函数 的 简 图 2 - 1。 
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аакка ЕНИ У 28.8 А. 
$ C BMT = = /e.T; 


2 
т 


所 以 T. = зк. < T, < Т.С. 


由 图 可 知 ,在 [9.2r] 内 有 5 个 周期 ,因此 ,7(z) 的 地 小 正 周期 是 2 


8. n BRAES y 一 一 Hetet 25) z] wunapamas r=. 


9. 2л. 化 简 得 /tr) ~ SHED 一 cotr, 所 以 fu 最 小 正 周期 为 这样 的 解法 其 实 是 销 误 
的 .错误 的 原因 在 于 忽视 了 函数 的 定义 城 .事实 上 由 cotr AEM r kx,k € 2. 1+ sinr # 0, 知 
r hr + Ea e Жл = Pint FRE 21 к Bert FRE Lk +O BRL JC) 
HRD IE ДИЙ Ж R «i ё 2x. 


Sinz + cost ır + sinî терут (siniz + eost r)" — sin zeos z 
RR Та асока) 


© FCA RED IE MUD x. 
и. tr T йж. 分 象限 讨论 两 出 函数 简 力 ,可 得 最 小 正 周期 为 2x, 最 大 值 为 一 L. 


12. fer T) = fU) Ë cos (r + T) sint (+ T) = co r — sint HA z = 0, f cos T— sin? T 
= 1.122 eos T = l+ sie T> leot T = 1, солТ = 1.Т = 2hx(hE€ Z). 所 以 函数 7(z) 正 周期 的 可 能 
RNs nirxe ЮО 2 是 ftz) 的 正 周期 ,也 是 它 的 最 小 正 周期- 

аз. CI) уст) Ма + eosr +a 


а(н) 
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所 以 cz) 的 最 小 正 周期 为 2x- 
CBD WED 可 得 /Cx) 的 最 大 值 为 2 
所 以 2+e = La =—1. 


r+ & € [— 
тає | 


所 以 f REKORA 2+ a 
FR2+a =a = 1. 


т عة‎ 
14. ОМАН М = lm ет PE = E, 


(2) fOr б ВИЗЕ ЧАДА М. 599 (ЧАЈА m. ТЕЕ m + W y у ИЕ 
жїз. O) ЕЕ ЕРИ ЧАА М —1 Е н ,必须 使 Сто 的 周 


WEKE LIIE 1,62 31.4.9032 是 所 求 最 小 正 整数 和 


iS 
18. kr € оу, б Б. CO) = 0.4K = 0. 

WE- LOD Ef =— f) ло 

所 以 ¿€ [一 1 时 .0D = kr. 

re Гл]. асе 277 — 508 ЛО) = k s. Ф 
X JO = да 5. FD = f= =— k. 

所 以 Aa 一 5 一 一 Ф 
ЮО. вае 2 一 一 3 


5. agso. 


кан 由 周期 性 ,可 得 


| чаг! = sinr, RMB. 又 > = | sinr | MEMM H Atik A. 


ъс 对 任意 实数 Жи f+ D = OD. СТ = F.C fil + T+ (r+ TY 
= ою + hC BL у = fi + hC 是 周期 函数 

BU fi C= маг, +з = sinz M у= С + fa Cr) =0 FE IR Ж.Н BEF И E A CFE e 
кежн ERIM) ik C. 

жй 两 个 函数 和 的 周期 性 问题 .结果 是 非常 复杂 的 .许多 问题 至 今 还 没有 解决 .一般 都 从 周期 十 
数 的 定义 出 发 .结合 举 反例 进行 论 ; 

下 面 列举 两 个 湖 数 和 的 周期 性 问题 的 一 些 结论 : 
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СТИ я. I E E NI Ж. ТЕЧЕ ЯН. 设 f(x) = sinz, (т) = чалу. 
AG) АА B 2 0 /(z) + hC = ааг AMAB. f) + (л) = sinr 十 sinmr 是 
非 周期 函数 

(2) 一 个 周期 函数 与 一 个 非 周期 函数 的 和 ,可 能 是 周期 函数 ,也 可 能 是 非 周期 函数 

Ë fer) = sinz + sinks gU) = sinr, hr) 一 一 2sinr, 则 fOD + gC) = sina RAMAR, SO 
ЖАСО) = sinar — sinr ВАРИ. 

(3) EK Je CD 和 fe CD 都 是 周期 函数 ,最 小 正 周期 分 别 基 T. Т.Т Z Т), T, T, 是 有 理 数 
时 ,函数 y = 万 (z) + со 是 周期 请 数 ,T, ,T: АЛАЧА ЕТЕ А. 


маа ( + £) |B y VE (> 十 至 ) 的 最 小 正 周期 为 2w, 而 


3. C ус) =| siar + cosr I= 


f) 


VEsin( + 十 E) нане y = 7. sin(a + уле ‹ткхютетни ME, 
жшк» к.а C. 


6. D RH fO = Asin(wr + у) 的 最 小 正 周期 为 了 ,内 TE (ту, 


Ë 

又 因为 了 = ŽE, 

所 以 E € (50, 100) 

FRUA w € (100. 200x). 

ти 315 < u < B28 R ¿€ N 

所 以 w 可 取 值 的 集合 中 元 党 的 数目 为 628 — 315 + 1 = 314. kik D. 

7. н. flr T) = fGryescos Gr + Т) = сох reecos(z 二 T) = сохт, Bf ШШ У у = cose 的 
最 小 正 周 期 相同 , 艾 为 2r. 

8. w. MOD w 是 FCD 的 周期 . 再 用 反 证 法 证 明 x 是 它 的 最 小 正 周 期 

З ТОТ л) 是 f(x) 的 一 个 周期 , 则 

sint + Т) 1—1 costz + T) |=| sinz 1-1 conr Ф 
对 任意 r€ R BRT «0.9 


\чаТ1— |ео Т) = | во] = |eos0| =1 


M о<Т<к}.0<1чаТ!<1.0<1совТ1<1,4—1<1заТ1— |солТ1 <1, жй. ЯЕ ФНЛ 
于 的 正 数 了 不 存在 
9. 2x. АНИНЕ. ЁШ Ж y = sinr КУ = cos'r… 的 最 小 正 周期 分 别 为 r、2r, 它 
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们 的 最 小 正 周期 为 2x 


10, 2x. 因为 sinr 的 最 小 正 周期 T, 一 2x.cos27 的 最 小 正 周期 T: 


эпт 的 最 小 正 周期 了 ,一 
Дене. ИМЧЕ 2x Ш y= чаг eostet intr 的 最 小 正 网 是 2 


11, 2л. ж, 用 等 周期 法 . RAB у = xinr(xinr > 0) 周期 相同 , 均 为 28. 
12. 2r | чле + T) iH аа 十 + sin3(r+ y 


sinr |+] іна | 十 | май! 
ао | sinT |+ sin2T |+| ма3Т1= 0.80 sinT = sin2T = sin3T = 0. T к Є Z, 
易 知 2r ИЙ ӨЙ. @ AE B ЕШ. 


13. LI | sind | maremma mu | in2 (T+ | 一 | sin2r |, 且 对 任意 实数 了, 当 


0< T< T M.W | чад + Т) |Z | sin2r l G AD = S H Sr JOD BR EMRE RN. 


ма 


si(a $) | ]= 0 nne 1›.ижяшеза& точо < T< нй (saa 1D 


fO sinr Dk у = fe vin2x D BASE WW DZ 
14. 2x. ш.и. 


1S. OO MÊ ARR EERE ,使得 了 一 六 于 一 可 к Шат" = тЇ = 
m'n, FOr + 2T) = sinata + Bue) + cos (Br + wa) = sinar * соз^йг = fr) В) 7С) 为 周期 函数 ， 
以 2T 为 一 个 周期 . 
# fO) 是 周期 函数 , 则 存在 常数 TOA 0), 使 得 fU + T) = fOr) 恒 成 立 , 即 
sina Ur + Tcow (а + T) = sin'arcos"8r Ф 


两 边关 于 工 求 导 ,得 


ansin ala + Томасе + Тусон асе + T) — 


габ + Teos™ Ar + Tsing + T) 


EEE ® 
р. 
mesata + T) — patents + T) = езш —рише. 

ш «п cota( r + T) — cotar] = Bn[ uang z + T) — лааг]. 
变形 得 

一 Ф 
在 中 令 +~0, 得 

iaTeorar = оомат = 0 й соң = о. @ 
M sinaT = 0 tt. th Ф W singT = 0. 


M sinaT 去 0 时 .由 图 知 cosgT = Osing =+ 1. 
在 O Җи т, КФ т e 0. ЖЕНЕМ н ШН = т mı € N` Д n + m. Sk 
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情况 不 可 能 出 现 - 
综 上 ,只 可 能 同时 有 sineT 
me. 


ngT = 0. aT = Ая. = Ая € N° .于 是 且 - Ë 为 有 


CD 当 且 为 有 理 数 时 .由 ( 1) MoT 二 x,8T = кой JU) 的 正 周期 的 可 能 值 为 


FET STAT 


X fur zT) = FCD fC) 的 最 小 正 周期 为 了 2T. 


第 3 讲 周期 数列 


1 周期 数列 的 定义 
сели 


L B 解法 1 СКА 0. .可 依次 计算 ,得 a Уа =. 


тї? EARB HER a, = TE 


的 结构 特点 ,联想 三 角 公式 


注意 到 onto TIE SMR. a, = anr.. 


sanz, — tan60" 
TF inr, tan60' 


= tantr. —60'). 


同 理 有 


tantr, 607—607), 


如 此 进行 ,可 得 
аш tantz. —60°—60°—60°) = tant z. — 180) = вал, 


所 以 3 是 数列 fa.1 的 周期- 


ЖД an таа 4. 

评注 ”解法 2 运用 类 比 ,联想 三 角 公 式 .巧妙 代 换 , 求 出 周期 .实现 了 难题 巧 解 

2. C 提示 :al —2000.a, =2007.ш, =7,а, = —2000.a; = — 2007, а, = —7 sa, =2000,а, = 2007. th 
щш. 


sla, HEDA в 为 周期 的 数列 
BELL ann =a, =7. 
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3. B 由 通 项 式 


式 知 数列 {0.) 是 最 小 正 周期 为 下 一 6 таж. 
з 


Ва tartas Fa, а Has sin + ып УЯ + ыл + sin + sin ŠE + singa =0,2008 334X 6+4, 


PA a аа а Жака 33а +a, Has +a, Has ++, Har Жо, а, mk 


‚ив 


2 


afi 
可 见 数列 (a.1 以 3 为 周期 . 于 是 由 


LE аза стесни 


‚йб. 


2008=669X3+1 

得 ana Sa = 3.8 С. 

„ADH 
I~ 

BI, CN a, lh АО E A О. O BOR REX — V3 PL а 一 0, 选 A. 


1 1 


5. A 因为 mw 一 0va =o. =— s. 


ев mam 


АЙЕ.) 3 为 周期 ,而 23—372, ana =. B. 
тз ваг 


ий! ш з 为 周期 的 周期 数列 . 
8. (反复 渤 代 消 元 法 》 


жа та аа o 
ШШ а= а. а. Ф 
加 十 加 得 
所 以 本 -一 一 ae 


所 以 6 基数 列 tav; 的 周期 .于 是 


Уа 9) 


MM а, = (a= fO =l, 


Ф пез, а, fta) = fC 
2 


4. 


所 以 au аан =a, =A, 


=5. нез Ма = a= (s= 


10. 503/7 Ф a= tana. M a: 


[ent 


ча[ор), 


不 难 用 归纳 法 证 明 数 列 的 通 项 为 : e. = tao (-®л— +e), НШ 4 为 周期 .而 1,5,9,…,2009 是 以 
为 公关 的 等 大 数 列 ， 
ИЦ атата, ве. 由 2009m 1+ Cn— 1X4 得 总 项 数 为 503 项 


HAVA ажа, Fay + ase = 503 а = 503.3. 


п. ваа 


1 2 


тч) 一 2 一 了， 
„A-D An 
BA 


„Ata i+ 
eT D 2-2 


an i 

A-a-a. 

2 =1 

cs p+ 
„#а+-1_:/ї+2 
"Ток 2+2 

HRN la, ERM Т=6 的 数列 ， 

X. Фою+в=зм,. 

所 以 аһа =а=2+/3. 


MW Фал, 


БЕ 


,—30°›. 
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又 -{ф<е<. 
ид acs =0. n= 1.23, 

故人 %.1 是 公差 为 一 30" 的 等 差 数 列 , 其 中 
ИК .0,=45°— (и—1)Х30°,я- 
从 而 ,有 Orom = 45° — 2003 X 30° 


arctanl= 45", 


一 457 一 167X360" 十 30" 一 75" 十 167X360"， 


12.( 渤 代 消 元 法 ) 由 是 中 给 出 的 数列 遂 推 式 ,注意 到 壬 代 .不 难看 到 i.) 是 周期 数列 。 
BRI a, 一 3 


У аала 


o-0# 

dns aa талага an), 
Wani =a, (araya, = 1)40, 
ала, 

所 以 wy 


可 知 3 是 fa.1 的 周期 

因为 wu +a, а, =6.19995=10той). 
тй зы = Š 
13. EY 因为 w vas sasa зан ЕВН. 
Ramu G>DMIHEBH mE N° 
所 以 la.) 是 周期 数 列 , 设 nN。 Ма. =, 
$ R= тТО>МӘ,И as 一 

14. R amo Ий z. 5 a, 0 Bf ra, ЖИН ЭЕ СЯН а, аа 一 ar 一 
a. <O РЯ ШАК НМ ai 一 | .>0). 因 此 ,不 铺设 


= 6X 666+ 1 = 3997. 


Teji). aerar а 


O) Hoca. 
aya lavi ака. 


аам а. 


амь акау 

《2) баи 

ам Лака ах =2—а. 
ам лауа 


所 以 .总 有 


利用 得 检 式 便 可知 . 对 一 切 n> N. E 


1S. 若 fo) 是 周期 数列 , 则 存在 正 整 数 P, 对 任意 正 整 数 kw, 有 


J-r pelr” 


PREAM LL >o r EE. 


ТЕЛЕЕ ОСТАО 


кор, зр а, = [7 1С 1= +”! в = rC вове hu B a. 
ПЕСТЕН СТОРИ 
ПОЕТИ 
ЕТИ 
иш 1, l= lbp ТЕ я 都 成 立 . х1. BBW. Zb. 
псов a lbp 1-е оо. 


2 某 些 特殊 数列 的 周期 性 


和 


һә-һ 


ела) 
= 


1C лоно 


лаву 


hospi, 


ОА 
所 以 有 faci С С САС 


тй нс з= у=}. шас. 
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ла 


ло 
ADANA 
LERRETET ia 

所 以 fom DS fan D= fr AME D. 


ЗВ НСО AA, 一 Ai D, 一 DC 
AA = TARRAK 6 RR ди Т A 点. 
ALTE G Ru PUSAN AA o пг з) 6 PERE — FIM, 

2008 一 6X 334+ 4 sA BE WEITERE te fE BS F1 2 旷 走 完 4 ERR. 
ARARE DE EH tu Ки ЧЕ D n. С VZ. B B 


AC, CCB BA~— 
NEM: тиги 


+> 
AD. 

рер 
Латта 
4ы=) 
Та +1" 


жиен u-v- 
FFD атт" 


FU се) jrt3)= 一 1 
HM f4 (D< 1. 

所 以 л, 

M f= fOe. 

ГЕТА 

хуа), POED ° AOE 。 СТ f) + /‹8›. 
җи а) * f(2) ° AD * FD ° S) * F(6) * {° {B= 


и лр 


Jan 


PHVA DA = 1 + 2008 = 2009. M$ С. 
5 ASS 1 
sc annl) 0 2.0) 
6 
($= 


可 知 (ERDEM є BERN. ME л... (E )= 7(J л (4) л (4) 


+a c. 
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жий. 

一 (2000+ 7 =2000X M+ Tas 

其 中 M 为 正 整数 . 由 此 可 得 Ne 的 未 两 位 数 与 7"=— 的 末 两 位 数字 相同 , 首先 来 规 察 7" 的 末 两 位 数字 
mawat. 


o EE 


" z: [Í Peel, Te; 
l 


了 7 的 来 两 位 数字 | э | 4 | ol | o | e | зз 


т 的 来 两 位 数字 的 变化 是 以 + I MIB LIEGE SEH т. 
2007) va = (502X1 一 5, СМ АН ВО 
(M, 为 正 整数 ) 


А Те етш 与 7 的 林 两 位 数字 相同 .为 43. KA C. 

т. 合 是 中 引信 “复制 ”将 计算 机 操作 中 的 一 个 重要 功能 与 数学 中 的 一 个 重要 概念 "周期 "紧密 联系 
在 一 起 ,是 塌 是 2008 个 国 按 上 太 加 的 - 片 股 "“ 同 期 性 "变化 有 排列 ,而 狂 一 个 "片段 "27 个 国 中 有 8 + 
C.2008 个 加 中 共有 74 个" 片段", 外 加 前 10 个 加 ,因此 共有 74X 6 十 3= 447 FE PM. 

LITLE PAM BRR E LLL РАЧНА EBE ABC СЛН 
Жа, sa) Ch bi) Ke sc. HF P НА ЦА 00.0) MK EREL P BO BRM (Qa, .24:)， 
B Pa Cassy BPP, PAO, = DS „Фе, 

EL xs = 2b —2ш syy + 2h — la, 
pim, 


Pian 203) 


РЕТТЕ 


а es 


реи 

a =2 - =0. 

СОСЕ 

жата P. HAPEN Жа 

因此 ,经 过 关于 A.B.C M 6 КАИ. f tt < FI FI T E ра HL 09 414688 6 为 周期 、 

由 于 2009= 3 < 668+ 5 , RII HERE 2009 步 对 称 跳 ,实际 上 相当 于 只 作 了 5 ЖО ЖКда. Я 
ИМ. ШР = P.. 

而 P 基点 Р RFC 的 对 称 点 .因此 Р... P Р FEK P, BA PER =2 X0. 27 =0, 54= 
зж». 

9. WAERM. НЕ т. FON =A E — FE LE E О E FC E. R ñ {Е(0.1.2,3.4,5,6.7,8,9) E A 
GLS 

Ë fs De FODD fi DSRS fa ORR f k KAE- 

则 fin САЖЕТО 1 ,2.3,4.5.6.7.8.910(0.1.2.-- DARAM. 


Pils 
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依次 取 值 情况 可 列表 如 下 


љо оа г р 
ГД y | Ta ala s ЭЗЕ ЗЛЕ a 
3 r KH уа э Fah ерж L+ 
A ут} ж: ев [® [жуз э], ® 
$o EE at as КИЕ КЕЕ 

[> реа Жор аа | 
[Б SES a ы ж ыт] 
ox ш 

Е EY ШЕН ЕКА ИЕЗИ УЕ 

ЖЕ КОШЕ ТЕЛ ИКИ ЕЫИИЕ 
талак n i: 


FD ДРО 

тт /090 SOS + ооа. Bu 

F[f0990 + 69 + O31. 

ө. ЕАН ЗАНША хи к.т 90 与 000 икая а 
лаин жт. 

йа =O = fO уо) 


HHH 90-7 х 130= 1000, 

所 以 Kg) 一 fs t97) == = (1000). 
жн 701000) =097. 

所 以 FOI = f: (1004)= 01001) = 998. 

л 1005) = /(1002) =999. 

f(999y= f, (1006) /с1ооз) = 1000, 

所 以 /C1000) 是 以 4 为 周期 的 函数 

因为 131 一 4X 32 十 3 

所 以 Floo) = f, (1000) = f, C1000) = 899. 

и. ERAO KAMA T.T. T22% T= 


Mr 二 1 得 a=0 或 2. 


由 而 = 11 11-а аа 1. a=0 & 2 Ш. T>. 
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эй оа. 
连结 3 项 之 和 为 2 


т=з у, =1!а—11-а1=1.#а>1 ато. ё = 11-100 
Шао 1. Ж.Ж.) PRIN 1.011.001. 11.01.100. 
Ж Sun —2X 669+ 1 = 1339. 
说 明 жшж TO EGO RR TE A ЕЛЕН з.е J u E E 
中 合用 的 解 上 方法 、 有 利于 培养 思维 的 批判 性 和 统 密 性 - 
аз. TURE D1,D5 1.0 一 2 
>EW a =la =2 83. 
对 于 а = 2, 排列 数 是 /Cn 一 0- 这 是 因为 通过 副 除 第 一 项 ,县 以 后 的 所 有 项 都 碱 ,我们 可 以 建立 
-一 对 应 的 数列 
,着 有 一 2, 则 a, АННИНО лн), 
Si E A NEOR < BE RO M BFT ала PYE AE PA A IA TN AE PAEA ИЯ 
MSD fia + fD 
Ж SORIA 3 MRBM D ADSD 2 n>4 М, 
па[н D+ rin—3) +1] emod. 
иҗ reo WAN ж 8 OBC: 1.12.10.020. 
IN Jy 200806 modS) ,所 以 C2004) = о. Ер fí 2000 MAE 3 © Ж. 
13. BRUMMELL uw. 
“=. 
LEE ө #2 ш еЗ = A. 
MF ALS ЗВ 33а Ea, 6a, =T. 
MIF 1835349324. a: в.а Aa, = 10. 
НИЗА М ае аа = 12. = 13, 
MF т+и=зхт. 1505310,0 a wasa #15. =16. 
MF 14+173 10.18433 7. ш, #17, 18a, 19. 
MF 1+20-3X7.W а, 20-а. =21 anı =22. 
NF т+23=3Х10.24+14=3Х16,Щ а #23, 624.4 =25. 
到 此 为 上 ,得 到 a. WI 12 个 值 , 且 列 表 如 下 ， 
m123456789101112 
ss 1 347 10 12 13 16 19 21 22 25 
车 将 每 四 项 看 成 “组 , 则 每 组 中 的 项 可 以 从 其 前 面 的 一 组 中 的 每 一 项 加 9 得 到 , 下 面 验证 a 满足 
FAAR: 


,2 时 结论 成 立 
.mm 之 2) 结 论 成 立 , 则 a, a; ,… .a 中 设 有 一 项 模 3 余 2, 且 在 区 间 [1,9m+7] 
中 ,所 有 覃 3 余 1 的 数 帮 出 现在 如 上 的 数列 中 - 
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因为 9m 二 8 十 4 二 3(3m 十 4), 而 3m 十 4>1(mod3), 在 如 上 的 数列 中 ,所 以 a.; 关 9m 二 8. 类似 地 ， 
因为 (9m 十 9 十 3 一 3(3m 十 和 ,所 以 su: 产 9m 十 9. 实 际 上 .av-: 一 9m+10.( 因 为 荐 (gm 十 10) 十 y=3z， 
M y=2(mod3) ,而 у 不 在 如 上 的 数列 中 0). 

因为 69 十 mH) 十 1= 3(3m 十 和 .所 以 nr -天 9m+11. 实 际 上 ,are 一 gm 十 12.( 因 为 若 (9m 十 12) 十 
у= 3:90 y=0(mo43) „М y= 9r +3. (Om + 120+ (r+ 3) = 3G3m--3r+5), f 3m 十 3r 十 5 王 20mod3) 
不 在 如 上 的 数列 中 ,和 后.) 

因为 在 如 上 数列 中 没有 y=2Cmod3) ,所 以 a 

因为 (9m 二 14) 二 7363m 二 7) :而 3m 十 7 一 1tmod3) 在 如 上 数列 中 ,所 以 se- 天 9m+14. 类似 地 ， 
WH (Om + 15) 十 (9m 二 15) 二 3C6m 二 10). 耐 6m 二 10 三 1(mod3) 在 如 上 数列 中 ,所 以 aww.4 天 9m 十 15. 

最 后 ,因为 在 如 上 数列 中 没有 

由 数学 归纳 法 ,关于 a. MARRS, 

MF 2006 = 4501 +2, шы, =9X 501 +3=4512. 


1. DO MOSS HM A-ri trc, 
СТАИ IRL RU IS2. 
BHAD.DHRRSRAMNEKE (212-662). 


D 因为 JOO 2,fCD= O. (= 1.85 э =о Rf у, со) = FIFO} = (th= f11 о 
Aam ла уа} = FON a f12 =1, 
Маа л у A = ло}=2. 
жое EAMA 万 (一 


o m/(+)=2(i-)- 
п) 
п) СИ) и) 7 


A(Ë)-/((((5))))-/(3)=2 0 


жм. л (Б) (Jaren, 
mo r (Jea ли. 
ил (Fa lA 


《4 加 分析 (1 的 解答 可 
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тщ у.(Ф) 


& (mM E BBRR: 


® “由 (2 的 解答 分 析 知 ， qi 0.1.2.4. f OD = ВЕШ fa Ce foa баз, 0.1.2 
BE BARR: 


四 ”由 (3) 的 解答 分 析 知 : 对 月 变量 


所 以 集合 B Pa но. 


说 明 ”本 是 中 的 条 件 或 结论 未 明确 给 定 ,需要 根据 试题 的 条 件 提出 可 能 存在 的 结论 ,其 结论 可 能 是 
开放 的 , 即 正确 等 案 不 止 一 个 ,也 设 要 求 按 出 所 有 可 能 的 等 案 . 如 本 是 第 4 问 ,结论 不 咯 一 , 陈 这 些 答案 
外 ,还 可 能 有 其 他 的 ,但 是 只 要 求 扫 足 8 НЕ Т. 

15. Br, Ёл. 模 由 的 余数 ,在 数列 中 按照 连续 的 m 项 分 成 块 , 则 余数 最 多 有 m” 种 情况 出 现 . 由 抽 | 
尾 原 则 ,有 一 种 类 型 的 情况 会 重复 出 现 . 因为 定义 的 中 推 式 可 以 向 后 过 推 ,也 可 以 向 前 通 排 ,所 以 ,数列 
ELLET 

тили тина EE 


由 其 中 的 项 组 成 的 余数 分 别 为 ,一 1,n 
前 的 道 欣 公式 可 得 ,前 m 项 机 的 余数 分 别 


СОСЕ 
9.1. 结合 余数 数列 的 周期 性 ,得 Ет 1. 


另 一 方面 , 荐 在 余数 数 到 fr.) 中 有 连续 的 m 78 TETA LULL CLL LEE 
жт SIH r 0F 
МВК т 1. 


жай ”函数 周期 性 的 综合 应 用 


【能 力 训练 】 
LD 因为 y- fONRF r= 


SAEIA fea +2) = flar), 
所 以 flu- 2= flat a2) 
HRO fih 2r 
шщ fO 2a = 00209. 

所 以 0208—24 +2r) = f| 2b Ca — 2, 
所 以 SODNA N 20—24. 
故 知 (x) 的 一 个 周期 为 45 一 a) kK D. 

说 明 ”考察 两 数 的 对 称 性 及 周期 性 .类 比 三角 瑞 数 中 的 周期 这 换 和 对 称 性 的 解 是 规则 处 理 即 可 .车 


fa—(e—27)]= f(2. 


1= /@a—_2 ft27). 
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RE y= /47) 的 图 像 关于 直线 =a Mro Wik Т ЖЕЕ. ОИ ЮП 20а). 

2. D 从 特 多 出 发 ，1(2006) 一 40. 太 (2006) 一 40) = 16, 

将 /4zn06) 一 40 记 作 2006-+10.W 

2006 +10-186-=37-е58-=89-145-+42-=20-+1-®16--— 

从 16 开始 ,10m 是 同期 为 8 的 周 基 数列 М 

[ыя (2006) = fo (169 = f- seva вое 16) 145. аа D 

说 明 事实 上 . 任 给 一 个 正 整数 十进制 ). 其 各 位 上 数字 的 平方 之 和 , 按 央 题 设 要 求 .最终 要 么 得 
到 局 期 为 8 的 周 其 数列 ,要 么 得 到 1.1.10. 

3. А 将 网 设 的 方程 coxr sinr, fl — r= sinr — conr = Esin (r~ ZE). 它 的 图 像 大 致 如 


RA Mia 


CER 
PEE TEEN МЕ 
+ оу MANA гє. S a МЮ yr = у, — у, M са. Ima MR 


“Г. Ети OY FHC SPO Pf E ГЕН Ж, ME у, = чаг + sin SE A b= 6x. 


+W WDR л. 


0 Фу, = мо Л. Н a= ky чазы =2лы<е, 
(2 % yy = sin М a= 2x. у, = sin Ям = aaah 


ТОЕ ЕСЕ 


а. 
ї00"50 


S. D WY OO = Asintar 十 中) 的 最 小 正 周 期 为 了 , 且 TE{ 
хн T=. 


ноце є (50.1000. 
所 以 wE «100л 20080). 
所 以 315<wc628 B w€ N° 
所 以 wm 可取 值 的 集合 中 元 素 的 数目 为 528 一 315 二 1 一 314. 故 选 DD. 
* A N /(7) 是 奇 员 数 .其 疼 像 关于 原点 对 称 , 故 只 需 图 十 六 =F 过 f(x) 的 一 个 最 高 点 
э n wa DBRS авиа р( E.23). тше 
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(FJ номов 


ж (的 最 小 正 周期 为 到 
R 
7. 2+r 要 判断 所 给 圾 数 的 性 质 ,首先 要 化 为 最 简 式 . 对 于 2co (r+ & )cos{ 一 对) 好 像 要 用 积 


жал. 


ий. + 等 与 竺 -的 互 余 关系 ,可 用 诱导 公式 化 简 


MASARA он) он (а) о (Fr) а) mt. 


“(р +r) Заоа (2) аа 


з 


насока =зма(э‹+-Ё). 


MARB y™con (r+ T )сок (ч -E )+/3ма2х 的 镇 二 是 [一 2,2] 

кйш K ff ЛЕЛИ MA 2+ x. 

B. сой А эйт. Ч r€ 2 DR oh А 2а 282 АСО, 
M rE 2,29 уа H С а G Ab t€ 2). Ю УЖ. 


ЕМИ r. 


s # (а) е оа) |а (а) ео) | 
= о) +e (ва) аа) | 
(4-2). 


知 /(z) 的 图 像 关于 直线 ~ 下 成 轴 对 称 图 形 . 
又 易 知 /(z) 的 最 小 正 周期 为 去, 则 只 需 考虑 0<7 忆 号 的 情形 . 
"re [0.7]. 
Рама sin' 2r+ cosr= sin 2 Esin (r+). 


М sin" 2r M sin (r+ £ )e [o. 


дтн лсе [о ERMA. ж 


Ио ус E roy= s. 
10. ИС у DA fOr +2) = УС) W 2 是 1(zr) 的 一 个 周期 - 又 f(— r) = fGr) fC 
ДЕ Г 
HSL В.О) = log,r MA A ¬ ISSO RH. 16262. 
СИЕТИ 
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Ж [сэ =1ов„су+2(—1<х<о). 

А о<т<1в]/.1<2—г<2.И /‹2—)—1ок„‹2—). 

再 根据 COKER 7(2 0= fO) k Со ов, -DOLEN 
шшш. 


PE [жш жүс 
log (一 z+2)(0<z<D) 
思考 若 YER 时 ,本 是 中 7(7) 的 解 折 式 是 什么 ? саж, 再 利用 一 个 周期 是 2, 可 得 
log.[2 十 (z 十 260],rE (зЁ—1.2®). 


ко ren 
FDT log, [2-1-20]. rE azt]. E 


- {шкы е7 кае 
U. B узма + езт а [о ] 上 可 达到 最 大 值 ,此 时 


а (а) <V. 
1 VIT sinir] = sins сок 5. 


ISsinr tcowr 


Жуау 


sim. =i yart EO, +o) tas. 


又 1+ 十 =2<vE+ 

所 以 y= sinr+eosr 二 =k Lm ket =F. 

КЖ у= sin + con gl RR: 

因为 winr 十 eosr MALAE =F, 

пате УТУЕ" 
ЧНЧ М y= sinet eos нана 


аз. юй HIRD ro 1, ВОРАИ ш 1-2. 

Жою Ti =1 对 称 , 即 ER.f(2 一 一 
ПОД 

XO 6—00 Je. 

FU уа х= /[6—‹2— D]e 5+4) Вр 
ПЕТЯ 

因为 re [一 1.1] 时 .4 2r 7(z) 图 像 关于 
a= 对称。 4-2 


Ува) 
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所 以 ENJ f= 
X {сша RM. 
所 以 Fa 在 于 一 [4 一 
i ко) орз. 

要 使 /(x) 与 ORE En 上 有 两 个 不 同 交点 ,必须 有 只 须 ， 
MaD HDE Y 0<а<1 {и +1)>-—1. 


т «ти EFT. +U (о. ү) гє 2 Н к>1. 


2z. 


ARIES REE сє[—1,з] куши Ж 4k 个 单位 而 得 . 


з. D 着 且 是 有 理 数 , 则 | 
所 以 a 


мовини вея 


тн, 


а fatne | ED m | =/Cz), 帮 函数 OET LTT TOTEN 
mm 
CDF уойнтман.й C> REM — ит. усу +) = SC. i | ETD 
LLL] 
Isina D + ninar | = |singr ° sine (r+ Ф 


АТТА 
EGEN менсиз оинкемо.Ф = E (тахм). MDH 


КЕСЕ 


мак + sina. 


+) | =0. 


M sing ча ко А 


所 以 sin rO. sing =0. 


кк вем 
ў є 


ME p= x (EN) FLL екоо 
Пане + sinar| = | singe + мн). 


在 上 式 中 令 了 ~ (FMF LR) м 
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ЕЕ 


жуни. 
КЕИ ТТА 


14. 因为 СООД 2 为 周期 的 周期 函数 , 且 F(z) 一 一 1.2< r<, 
MAYLI MADS 0) е 0) 11. 


жия ORREN. 

Чао И С) r+. 

MAM ISLA f= 2—09 0 аЗ, 
设 A. 互 的 党 标 分 别 为 (rtvyu) „Ста, уь? Осал <n SD, 
а! 

Ж у=», 

МШ а 3а 1.80 z, 
所 以 1AB| лиа 4—24 

@ сю Ав MRE A d 


=a yı mats =3. 


A O EAE 
Sur = BABÎ d= 2 re ry 


18. (D WTR Оор r H т+2,у ore HDE FDO. HHA 
йоз = Jen. k FCD REDA A 为 周期 的 周期 函数 ， 

《2) 只 要 求 Fo) ,J0D .1(2) .143), 即 可 由 周期 性 得 出 7(m) 的 解析 式 , 令 r= у= 0. 2700) =2/° 
со), убуз, /‹о›= 1. i У) =0. уз) = — /‹0›= 1,703) — fO 0, 

THM RENE. 


її, PODALI EF cos YE лє N. 


16. ми ht Ri 8 B. RUR Ek + RK Л F 8 SR AE A. 
证 法 1 因为 1* 与 3# 的 个 位 数字 之 和 为 0,2 与 4 的 个 位 数字 之 和 为 90.6* 与 Bf 的 个 位 数字 之 和 
жо, э 的 个 位 数字 之 和 为 0.5 的 个 位 数字 为 5. 
所 以 二 十 如 十 于 十 … 十 10* 的 个 位 数字 为 5 
йя 11 +12° кїз + +20 的 个 位 数字 为 5. 
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由 此 可 以 看 出 алза Жан. 
所 以 猜想 a. 是 以 20 为 周期 的 数列 . 即 有 a. 
可 用 归纳 法 加 以 证 明 ( 略 ) 

Hl E BF u O. азана 是 循环 节 长 20 的 循环 小 数 . 亦 即 O. ш шш, за, I RW. 

证 法 2 ”本题 的 实质 ,我 们 只 须 证 明 ;a.} 基 周期 数列 . 显然 数列 1 ) 的 各 项 的 未 位 数字 构成 了 周期 
数列 ;1.4.9.6,5,6,9,4,1.0,1,4.9.6.5,6.9.4.1.0。…. 且 最 小 正 周期 为 10. 故此 周期 数列 中 任意 连接 
的 10 Z ЮРТ, 1+4+9+6+5+6+9+4+1+0=45. 从 而 数列 的 任意 连续 10 项 之 和 未 位 数字 为 
SAHEED ARB нао а, В 这样 本题 即 得 到 证 明 


17. WIAR лсо |ютехтиң. 


өө 


十 对称 ,rE [0.1 


1 
тиж. O< 


于 (re (o. ) Jkt 


;ny 的 并 像 首先 关于 x= Є (0.1)) 对 称 ,又 美 于 


三 ,还 关于 ~ re [0 十] 对 称 ,于 是 知 = f DEO. E T= 二 为 周期 . 依 上 面 讨论 知 y 
совно а-га лсо T: тти > +. 


一 般 地 ,函数 y= у.с HME [o4 ). [04 


яннем. тау г 畏 交 点 也 恰好 为 这 些 对 称 输 与 了 LETE у СОЕ 
为 周期 .于 是 .根据 周期 性 可 作出 > 一手 (7) 的 疼 像 (图 咯 ). 它 由 2" 个"V" 字 连接 而 


成 ,根据 图 像 可 知 方程 fC) 一目 在 [0,1J 上 有 2 个 入 
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说 明 ”有 些 数学 问题 表面 看 与 秀 数 性 质 无 关 , 实 际 上 它 涉 及 一 些 函数 图 像 性 质 ,特别 是 周期 性 ,而 
要 搞 请 图 像 性 质 并 及 时 抓 储 同 题 的 本 质 就 需 借助 函数 周期 性 来 助 一 避 之 力 . 


CD валят KIER E 107—1 可 以 被 户 整除 的 最 小 系数 4 其 中 <. 


ә «тюк. м, =1о“ +10 +1, N.=3(mod9). B p, BN: ЖАТА p, 不 能 被 4 整除 
因为 N, 是 10" 一 1 的 因 于 ,让 的 锋 环 节 的 长 度 为 39* 所 以 坟 的 最 小 多 环节 的 长 度 是 3 BNF. FN 


循环 节 的 长 度 为 9. 则 有 105=1(modp,) ff N, = 10% + 10° +-1:=3#остодр,). F Ri. FA MAIE i 09 
KENS ИН ВАЕ Вр p, i IO — 1= 3 x37 的 因子 , 即 p, = 37. 此 时 N, 
N = 10" + 10+ 1=l(mod) FB. 


тин кв о LL f к р, ев LLL CL LLL E 


CD ШЖ PE S,ar(p) 是 二 的 最 小 循环 节 的 长 度 . Ё 10 一 1 的 因子 ,但 不 是 10"” 一 1 的 因 


,所 以 是 Now 10 HARF. 

таал = Zy = аа таат OB 17) Ж z MDE, W 
“<. PE. 

аро =, аца аиа ОСА си вва). 

MF si кен, Fong, == йа. э, Forres зен ШЕВ EE 3 


BEM y tynn tman 02. 
从 而 7C. p) <<20, MIL. SOP f B K (ñ Kit 19. 由 于 A27 =4 +8 + 7m 19, 故 所 求 最 大 值 
19. шз ra 


СЕ .使 同 余 式 
14+2434 re + rma (mod) o 

а=, уе, = Û 约 有 解 ( 实 际 上 等 价 王 对 任意 处 数 。 均 有 解 )。 

取 的 特殊 值 进行 任 试 .考察 1+2+3+… 十 了 对 模 n АЕТ n ЯВА. 

M n= 2 af, 1=1(mod2).1 +22 Imod?) .} + 2+ 3=0(mod2). РЫ n=2 W ROR. 

M n= 3 f.1 = 1(mod3).1+2=0(mod3),1 + 2+ 30C moda). W B Bi Ч E RE RK + 增 大 时 .1 二 2 
Hatta ABES 的 余数 是 以 1.0,0 为 “个 周期 的 周期 数列 ,所 以 n= 3 不 满足 要 求 

M4 n=4 Mf, 1= (mod), 1+ 25220) 1 +2+3=2(modt).1+2+3+4=2(mod), 1+2+3 +4 
modi), 1+ 2+3+4 +5 +6= (mod) ,1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7=0Cmod4) ,至 此 可 以 看 出 1 二 2 十 
ЗВЧ 的 余数 取 芍 一 个 完全 利 余 系 0.1.2.3. 所 以 "一 4 ARER. 

当 n=5 8 .1=1(mo45),1-+ 2=3(mod5).1 +2+3=1(mod5).1 +2+3+4=0(mod5),1+2+3+4 
二 5==0tmod5), 接 下 去 的 余数 必然 又 是 循环 出 现 .所 以 "一 5 KRE ER. 

类 似 地 可 得 n=6.7.9.10 不 满足 要 求 .而 "一 8 Ж. 
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于 是 猜想 当 岂 仅 当 ， 为 2 的 方 等 , 即 =? (HEN 8. t A BE МИШ. 

ROF RHI E: шиша яш? 

Жаркен БЕТИ. ЖЕЕ н 
тей. тагат е, 

тт ч» HERE р ев о 使 (1) 式 无 角 

кайа REE 

YEAHHH Юй p ТИЙ 


1.1+2.1+2+3。 


MF рм. 


оез Hn 的 余数 是 一 个 十 分 


3 Ф 


1+24 tp D+ p= ВФЕ ocmodp. 


所 以 
， ааа оре Dlt 


0р0 p=00modp). 

所 以 您 式 中 的 p 个 数 材 模 的 余数 最 多 只 有 一 1 МЕА В 1+213 
Но ЕВ а ЕС EN 

ЕА Т Еч 

1t 2+3+ t rsatmodp). 

ОИТ DEAL ERT AEO. TL AA p 时 , 同 余 式 (1) 必 
存在 无 解 的 情况 , к.» идти ta HIA on 只 可 能 是 2 BIW. 

下 面 需要 证 明 当 -2 (kAEN.) 时 ,网 余 式 D 确 实 对 任 一 整数 a 均 有 解 .为 此 只 须 构造 2 个 两 两 对 


模 2 不同 余 的 整数 ,使 1 十 2+3 十 … 一 2 能 通过 其 中 的 他 一 个 整数 . 实际 上 ,如 下 的 2 T 
жт кк йк. 


7 村 机 的 余数 


说 明 ”有 时 ，, 谷 题 的 结论 办 不 金明 确 而 使 解 是 无 从 下 手 , 这 时 可 通过 对 特殊 情 形 的 分 析 得 到 有 关 的 
猪 息 , 使 结论 明确 化 ,然后 加 以 证 明 - 

20. 设 A Шш, .了 аак KERN. M АГЕН SD ВЕ ИЧА. 
其 不 可 能 在 tel уча араа 

事实 上 , 善 出 现 上 述 情况 ,期 сга, ve 

另外 ,74 不 可 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 不 
能 为 常数 . 

考虑 序列 


ана, 


sa D= lan re 


cu W PORER ТЛ 
BELH fla 


нааж Жыр 


аа laf ter (a Ф 
ПОТКА Та Уи а + KOSI 1 HEG 
Рао edie Раа 
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ЕТЕУГЕ 


ТЕ 


ЖАЙ AE Ca, De f Сау). 

& ta) 至 少 有 一 个 不 动 点 

综 上 知 ,7(z) 恰 有 -- 个 不 动 点 , 即 存在 唯一 的 r. СА. Ио) =. RB f(a. 

СОЖА НАНЕ u EAM f азна А ба Фа, ILE. 

аба аР a АЖА СН аня Ча А ЛО A 
ауа аар (asa, Ф 

是 入 的 以 a, 开关 ,a, ARI 个 元 案 的 排列 , 故 完成 f TREN FIR: 
MA Piin I PERERA 


Сор. 种 ) 


并 规定 со, 
而 а € (а, 
жж mp ata 


Sla, =u, Sla, =a, fa 


f n2 BD. 


C= DE! 00—226 (n= Dn! 种 
但 在 上 述 计数 中 ,对 于 排列 


ач, RE убаа, 
与 排列 
“ө, RÈ fla, ) =a,» 
ELLE E дтн AE LU BR EERE ги o IRR POEM IEA 
G-D! 
HA REMMA 


оза! 一 


说 明 在 映射 的 计数 问题 中 ,要 注意 对 两 个 问题 的 分 析 :，(1) kz) 是 再 有 不 动 点 5(2) УСА A 
ЯНИЕ Я FIRE PEAY DL ктт T R. 

СЕТТЕ РС SE TEET E a 
更. 组 合 恒等式 外 ,还 应 党 名 一 些 常用 的 分 析 问 题 的 手段 与 方法 
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